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ВСТУП 

  

 Знання закономірностей процесів теплопередачі є важливим для  інженера-меха-

ніка, особливо – для інженерів, які спеціалізуються в галузі лазерної техніки. Лазерна 

обробка різних матеріалів здійснюється за рахунок теплової взаємодії між 

концентрованим потоком енергії, яку генерує лазер, та поверхнею фізичного тіла 

(матеріалу), на яку потрапляє лазерний промінь. Для раціонального проектування 

лазерних пристроїв і технологій різного призначення необхідне грамотне застосування 

фізичних законів, рівнянь подібності, розрахункових формул, які мають місце при 

вивченні процесів теплообміну та при вирішенні теплофізичних проблем і задач. 

 До класичного курсу теплопередачі, який у короткій, проте – достатній для розу-

міння основ предмету формі, пропонується, в першу чергу, для студентів − майбутніх 

спеціалістів лазерної техніки, включено ряд прикладів розв’язування типових задач. 

 Програма курсу складається з лекцій, практичних занять, лабораторних робіт, 

розрахунково-графічної роботи, самостійної роботи студентів.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 4 

1 ПРОГРАМА ЛЕКЦІЙНОГО КУРСУ 

 

Програму лекційного курсу предмету «Теоретичні основи теплопровідності» 

наведено у таблиці. 

 

№ 
лекції 

Назви тем і лекцій Кількість 
годин 

1 Вступ.    Предмет дисципліни “Теоретичні основи 
теплопровідності”. Теплові процеси в технологіях металообробки і 
машинобудування   

2 

 Тема 1.  Теплопровідність матеріалів 2 
2 Температурні поля. Градієнт температур. Теплові потоки. Закон 

Фур’є. Коефіцієнти теплопровідності металів, сплавів, рідин, газів 
2 

 Тема 2.  Фізичні процеси і рівняння теплопровідності 4 
3 Диференціальне рівняння теплопровідності  Фур’є. Інтерпретація 

рівняння Фур’є. Коефіцієнти температуропровідності.  
2 

4 Крайові умови (умови однозначності). Схематизація крайових умов 
для типових технічних задач. Аналітичні та чисельні методи рішень 
диференціальних рівнянь   

2 

 Тема 3.  Теплопровідність фізичних тіл в стаціонарних тепло- 
               вих режимах 

8 

5 Теплопровідність плоских стінок. Термічний опір. Багатошарові 
плоскі стінки. Коефіцієнти теплопередачі. Теплоізоляція 

2 

6 Теплопровідність циліндричних стінок. Багатошарові циліндричні 
стінки. Критичний діаметр циліндричної стінки і теплоізоляції 

2 

7 Теплопровідність фізичних тіл з внутрішніми джерелами тепла. 
  

2 

8 Способи інтенсифікації теплопередачі. Теплопровідність у 
стрижнях і ребрах. Параметр і ефективність ребра. Фізичні основи 
оребрення. Форма ребер та її вплив на процеси теплопровідності 

2 

 Тема 4.  Теплопровідність фізичних тіл в нестаціонарних тепло-  
               вих режимах    

4 

9 Особливості нестаціонарних теплових режимів. Методи вирішення 
задач, типових для нестаціонарних режимів. Чисельні методи 
рішень     

2 

10 Числа подібності Біо і Фур’є. Безрозмірні координати фізичних тіл і 
безрозмірна температура. Номограми Θ = f (Fo) для рішення 
прикладних задач (пластина, циліндр, куля) 

2 
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Тема 5. Теплофізичні процеси при лазерній обробці матеріалів 6 
11 
 

 2 

12 
 

 2 

13 
 

 2 

 Тема 6.  Основи конвективного теплообміну 4 
14 Закон Ньютона-Ріхмана. Коефіцієнти тепловіддачі. Вільна і 

вимушена конвекція. Ламінарний і турбулентний режими руху газів 
і рідин. Диференціальні рівняння конвективного теплообміну   

2 

15 Основи теорії подібності. Рівняння подібності для розрахунків 
інтенсивності конвективного теплообміну на плоских та 
циліндричних поверхнях. Теплообмін при фазових перетвореннях 

2 

 Тема 7.  Основи теплообміну випромінюванням 4 
16 Фізика теплообміну випромінюванням. Параметри фізичних тіл 

щодо випромінювання. Основні закони випромінювання. 
2 

17 Методика рішення теплофізичних задач при теплообміні 
випромінюванням. Теплові екрани. Складний теплообмін. Умовні 
випромінювальні коефіцієнти тепловіддачі. Випромінювання газів  

2 
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  Лекція 1.  Вступ. 

          Предмет дисципліни “Теоретичні основи теплопровідності”. Роль      

  теплових  процесів в системах машинобудування  і металообробки   

 

Теплообмін (теплопередача), разом з технічною термодинамікою, є теоретичною 

основою теплотехніки. Знання теплотехніки дозволяє вирішувати інженерні задачі на 

науковій основі. В сучасній теплотехніці розроблено ряд методів теплофізичних дослі-

джень, обробки та узагальнення експериментальних даних. Одним з важливих інстру-

ментів у теорії теплофізичного моделювання є теорія подібності. 

 Процеси теплообміну (теплопередачі) є досить складними фізичними явищами. 

Для спрощення ці процеси підрозділяють на окремі частини (способи), які мають, від-

повідно, назви: теплопровідність (кондукція), конвекція, випромінювання (радіація).  

Відрізняються ці частини типовими для них механізмами перенесення теплоти. 

 У техніці, як правило, існують змішані види теплообміну. Спільний процес 

перенесення тепла теплопровідністю та конвекцією називають конвективним 

теплообміном. В інженерних задачах такий теплообмін часто відбувається при 

взаємодії твердих тіл (стінок) з рідинами або газами. У цьому випадку процес 

теплообміну має назву конвективної тепловіддачі (або просто тепловіддачі).    

 Теплообмін, при якому відбувається одночасне перенесення тепла теплопровід-

ністю та випромінюванням, називають радіаційно-кондуктивним теплообміном. Раді-

аційно-конвективний теплообмін має місце при спільній дії конвекції та випроміню-

вання. Останні два види теплопереносу називають складним теплообміном.  

 Розрізняють процеси тепловіддачі та теплопередачі. Для теплообмінних 

систем, які складаються з двох типових середовищ: 1) «стінка – рідина»; 2) «стінка - 

газ», процес теплообміну називають тепловіддачею. Для теплообмінних систем, у яких 

тверда стінка розділяє два рідких або газоподібних середовища, процес теплообміну 

має назву теплопередачі. 
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 Теоретичне дослідження теплобміну використовує принципи моделювання, 

тобто, розробку спрощених (певним чином) фізичних моделей, інтерпретуючих 

складні теплові процеси. При цьому робоче середовище, як правило, уявляють у 

вигляді абстрактного фізичного тіла суцільної будови, без поділу на структурні 

елементи (молекули і атоми). Однак при цьому середовища можуть бути як 

однорідними, так і неоднорідними, ізотропними і неізотропними.   

 Також суцільні середовища є однофазними та багатофазними (часто − 

двофазними).  Для двофазних середовищ специфічні конвективні теплообмінні 

процеси (які часто зустрічаються в техніці) вирізняють у вигляді кипіння та 

конденсації. Процеси теплообміну при сублімації та десублімації речовин у курсі не 

розглядаються.  

 Методи дослідження процесів теплообміну підрозділяють на теоретичні (аналі-

тичні), чисельні (наближені) та експериментальні. Складність теплофізичних процесів, 

яка пов’язана, як правило, з одночасною зміною ряду фізичних характеристик 

середовищ  при зміні визначальних термодинамічних параметрів, зумовлює 

необхідність застосування експериментальних методів. Останні часто є складними, 

трудомісткими та дорогими, що іноді унеможливлює вирішення реальних інженерних 

задач. Застосування сучасної обчислювальної техніки, розвиток якої невпинно  

прогресує, зумовлює актуальність застосування наближених чисельних методів, які, 

при коректній постановці теоретичних задач, правильному моделюванні реальних 

теплофізичних процесів та вибіркових вимірюваннях теплотехнічних параметрів у 

контрольних точках середовищ (в реальних виробничих та експлуатаційних умовах), 

дозволяють не тільки значно пришвидшити розв’язок задач, а й здійснити раніше 

неможливі рішення технічних проблем. 

 

 

Література [1-10].  

Завдання на СРС:   Література [1-10,11-24].  
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Лекція 2.  Тема 1.  Теплопровідність матеріалів 

        Температурні поля. Градієнт температур. Теплові потоки. Закон Фур’є.  

         Коефіцієнти теплопровідності металів, сплавів, рідин 

 

Теплопровідністю називають один з видів теплообміну, при якому перенесення 

енергії у нерівномірно нагрітому середовищі має атомно-молекулярний характер, не 

пов’язаний з макроскопічним рухом частин середовища. Здійснення процесу тепло-

провідності, згідно з другим законом термодинаміки, можливе лише за наявності різни-

ці температур між різними зонами середовища (фізичного тіла). При відсутності різ-

ниці температур процес теплопровідності припиняється; наступає теплова рівновага 

тіла. 

 Процес перенесення теплоти теплопровідністю є молекулярним. Він є результа-

том зіткнення частинок речовини (молекул, атомів, вільних електронів, фононів), при 

якому відбувається обмін енергією теплового руху частинок. При теплообміні інтен-

сивність руху частинок тіла з меншою внутрішньою кінетичною енергією збільшує- 

ться, а для частинок з більшою внутрішньою кінетичною енергією – зменшується. 

Механізми переносу теплоти теплопровідністю залежать від фізичного стану 

середовища (тіла): у металах вони відбуваються шляхом дифузії вільних електронів,  у 

твердих тілах-діелектриках – за рахунок пружних хвиль, виникаючих при коливаннях 

кристалічної решітки; у рідинах та газоподібних тілах – в результаті зіткнення 

рухливих молекул. У металах певна частина енергії також передається пружними 

хвилями, проте, в порівнянні з переносом енергії дифузією електронів, вона – 

незначна.  

Температурні поля 

Поняття теплопровідності безпосередньо пов’язане з поняттям температури. 

Температурою називають фізичну величину, яка характеризує енергетичний (тепло-

вий) стан середовища (тіла). У термодинаміці температура є параметром термодина-

мічної системи (принагідно зазначимо, що атоми і молекули, наприклад, не є термоди 
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намічними системами: поняття «температура» для них не існує). У фізиці температура 

є скалярною  величиною. Сукупність значень температур для всіх точок середовища 

(тіла) називають температурним полем, яке є скалярним. Математичний вираз для 

температурного поля наступний: 

 

                                                     t = f ( x,y,z,τ).                                                           (1.1) 

        

У загальному вигляді температура − це функція координат простору (х, у, z) та 

часу ( τ). Розрізняють стаціонарні (незмінні) та нестаціонарні (змінні) температурні 

поля.  Стаціонарним температурним полем називають поле, яке не змінюється з 

часом: 

                                           t = f ( х,у,z );   t ≠  f (τ ) ;    dt / dτ = 0.                                  (1.2)  

 Нестаціонарним температурним полем називають поле, яке змінюється з часом:  

                                              t = f ( x,y,z,τ ); t = f (τ  ) ;    dt / dτ ≠ 0.                                  (1.3) 

Температура середовища може змінюватись у просторовій системі координат 

(x,y,z) по трьом координатам, по двом координатам, по одній координаті; у цьому 

випадку поле називають, відповідно, три-, дво- та одновимірним. Найскладнішими 

теп-лофізичними задачами є задачі з одночасною зміною температури тіла по всім 

трьом координатам. 

Температурний градієнт 

 За будь-якого температурного поля в тілі завжди є точки з однаковою 

температурою. Геометричне місце точок з однаковою температурою в певний момент 

часу називають ізотермічною поверхнею (рис. 1.1). Уздовж будь-якої довільної лінії S, 

яка не знаходиться на ізотермічній поверхні, температура буде змінюватися. 

Проведемо дотичну до ізотермічної поверхні. Перпендикулярну лінію до поверхні t = 

const, проведену з точки дотику, позначимо n. Швидкість зміни температури ∆t по 
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відношенню до відрізка ∆n, на якому відбувається зміна температури, помножену на 

одиничний вектор 0n
r , називають температурним градієнтом:                                                                         

                                              grad t  = 0n
r · nt ∂∂ / .                                                         (1.4) 

Температурний градієнт − це вектор, який спрямований по нормалі (під кутом 900) 

до ізотермічної поверхні . Позитивний напрямок цього вектора − напрямок у бік збіль- 

шення температур. Скалярному полю температур, таким чином, відповідає векторне 

поле температурних градієнтів. 

 

 

 

 

 

 

 

    Рисунок 1.1 – Ізотерми та температурні градієнти у фізичних тілах 

 

Тепловий потік 

Кількість теплоти, яка проходить через ізотермічну поверхню з площею dF за 

одиницю часу dτ, називають тепловим потоком Q.  Тепловий потік – це величина, 

аналогічна потужності у механіці та електротехніці. Одиниця виміру теплового потоку 

у системі СІ – Ват (Вт = Дж/с). Кількість теплоти, що проходить через 1 м2 ізотерміч-

ної площі поверхні за одиницю часу, називають  густиною теплового потоку q
r  (Вт/м2 

= Дж/(м2⋅с). Це векторна величина (напрям вектора – протилежний напряму градієнта 

температури). 

Існує три види густини теплового потоку: 1) лінійна густина ql  (Вт/м); 2) повер-

хнева густина qf (Вт/м
2); 3) об’ємна густина qv  (Вт/м

3). Особливості застосування трьох 

зазначених густин теплового потоку розглядаються нижче. 
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Закон Фур'є. Коефіцієнт теплопровідності   

Французький учений Фур'є (1768-1830) експериментальним шляхом встановив, 

що кількість теплоти dQ, яка проходить через елементарну ізотермічну поверхню dF 

фізичного тіла за елементарний проміжок часу dτ, пропорційна  температурному граді-

єнту dt/dn та деякому коефіцієнту λ. Ця залежність (без λ) була відкрита французом 

Біо′. Математичний вираз для емпіричного закону Фур'є (інколи його називають 

законом Біо-Фур’є) наступний: 

 τλ ddF
n

t
dQ ⋅⋅

∂
∂⋅−= ,                                                       (1.5) 

 

де Q − кількість теплоти, яка проходить через ізотермічну поверхню (Дж); 
n

t

∂
∂  − темпе-

ратурний градієнт (К/м); dF – елементарна площа поверхні, через яку проходить 

теплота (м2); dτ – елементарний час, за який передається теплота (с); λ − коефіцієнт 

теплопровідності середовища (фізичного тіла). 

 

Т2 

 

         

   Т1  >>>> Т2 

 

                Рисунок 1.2 – Схема проходження теплоти через плоску пластину (стінку) 

 

Знак "мінус" у рівнянні (1.5) означає, що напрямок температурного градієнта – 

протилежний напрямку вектора густини теплового потоку. 
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                     gradТq ⋅−= λ                                                                 (1.6) 

З рівняння (1.6) витікає формулювання закону Фур’є: «Густина теплового 

потоку в фізичному тілі – прямо пропорційна градієнту температури».  

Коефіцієнт пропорційності λ, запропонований Фур’є, називають коефіцієнтом 

теплопровідності  (Вт/(м·К) = Дж/(м·К·с). Він характеризує здатність фізичних тіл 

передавати теплоту (краще чи гірше). Фізична інтерпретація поняття «коефіцієнт 

теплопровідності» наступна: λ − це кількість теплоти, яка передається від однієї 

ізотермі-чної поверхні середовища до іншої при різниці температур між ізотермічними 

поверхнями – 1 градус Кельвіна, відстані між поверхнями − 1 метр, за час – 1 секунду.  

Коефіцієнт теплопровідності λ − це фізична характеристика тіл (середовищ). Його 

величина залежить від: 1) фізико-хімічних (молекулярних) властивостей тіл; 2) 

температури тіла; 3) тиску (для газів). Значення λ  знаходяться в межах: для газів − 

0,006 -0,6; для рідин − 0,07-0,7; неметалів (діелектриків) − 0,02-1,0; металів – 10-420 

Вт/(м⋅К). Матеріали зі значенням λ < 0,2 Вт/(м⋅К) застосовують в техніці 

енергозбереження  при теплоізоляції гарячих поверхонь і називають 

теплоізоляційними. З підвищенням температури і вологості пористих неметалевих 

матеріалів коефіцієнт теплопровідності λ збільшується, оскільки пори замість повітря 

заповнюються водою, яка має коефіцієнт теплопровідності більший, ніж λ повітря. Для 

газів та металевих сплавів при збільшенні температури значення λ збільшуються. Для 

чистих металів ця залежність – зворотна. Теплопровідність рідин (крім води та 

гліцерину) з ростом температури незначно зменшується.  

 

 

  

 

Література [1-5, 10].  

Завдання на СРС:   Література [1-5,10-24].  
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Лекція 3.  Тема 2.  Фізичні процеси і рівняння теплопровідності 

Диференціальне рівняння теплопровідності  Фур’є. Інтерпретація рівняння 

Фур’є. Коефіцієнти температуропровідності. Крайові умови ( умови 

однозначності ) 

 

Диференціальне рівняння теплопровідності 

 

Фізичні процеси, до яких належить процес розповсюдження тепла, вивчають, ви-

користовуючи методи математичної фізики. Зокрема, у твердих та рідких середовищах 

процеси теплопередачі можуть бути описані при застосуванні диференціального рів-

няння теплопровідності Фур’є-Кірхгофа. Зазначимо, що інженерна теплофізична зада-

ча вважається вирішеною, якщо можливе визначення температури фізичного тіла у ко-

жній його точці для заданого проміжку часу.  

Диференціальне рівняння теплопровідності встановлює залежність швидкості 

зміни температури фізичного тіла від часу, теплофізичних характеристик і розмірів 

тіла, внутрішніх джерел тепла у ньому.  

При моделюванні фізичних процесів, метою якого є отримання математичної за-

лежності (формули), коректно описуючої процес, часто необхідно застосовувати деякі 

припущення, які є певними спрощеннями реальності. Зокрема, при виведенні диферен-

ціального рівняння теплопровідності вважають, що: 1) фізичне тіло є однорідним та 

ізотропним; 2) фізичні характеристики тіла постійні; 3) деформація об’єму тіла при змі-

ні температури незначна, в порівнянні з цим об’ємом; 4) внутрішні джерела тепла у тілі 

розподілені рівномірно по об’єму. 

Використовуючи закон збереження енергії для елементарного об’єму фізичного 

тіла dV (рис. 2.1), можна записати наступний вираз: 

 

                                                  dQ = dQ1 +  dQ2 ,                                                          (2.1) 
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 де dQ – кількість теплоти (зміна ентальпії або внутрішньої енергії), яку отримує 

елементарний об’єм тіла за час dτ; dQ1 – кількість теплоти, отриманої об’ємом ззовні за 

рахунок теплопровідності; dQ2 – кількість теплоти, отриманої об’ємом зсередини за 

рахунок тепла від внутрішніх джерел у тілі.  

                              

                                    у 

 

Рисунок 2.1 – Схема процесу теплообміну в елементарному об’ємі фізичного тіла        

                        при виведенні диференціального рівняння теплопровідності 

 

                                                                     

Складемо рівняння теплового балансу для елементарного прямокутного об’єму ті- 

ла, у якому відсутні джерела внутрішнього тепла. Використовуючи формулу закона Фу 

р'є, визначимо збільшення та витрату теплоти, яка передається теплопровідністю через 

кожну з його бічних сторін. 

У напрямку осі x  через бічну сторону з площею dy⋅dz за проміжок часу dτ  

надходить елементарна кількість теплоти, яку можливо визначити за формулою  

 

                          dt
x

t
dzdyxQ 









∂
∂⋅⋅−=′ λδ .                                                         (2.2) 
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         Через протилежну сторону паралелепіпеда, що знаходиться на відстані dх та має 

температуру dx
x

T
T

∂
∂+ , за цей час відводиться теплота у кількості 

                              τλ ddzdydx
x

t
t

x
xQ ⋅⋅









∂
∂+

∂
∂−=′′∂ .                                             (2.3) 

 

Кількість теплоти, яка підводиться теплопровідністю до об’єму тіла в напрямку 

осі х, можна визначити шляхом віднімання отриманих значень dQx 

 

                                  τλδδδ ddzdydx
x

t
xQxQQx ⋅⋅⋅

∂
∂=′′−′=

2

2

.                                       (2.4) 

 

Аналогічні операції здійснимо для координат тіла у та z: 

                                        τλδ ddzdydx
y

t
Qy ⋅⋅⋅

∂
∂=

2

2

;                                                     (2.5) 

                                                  τλδ ddzdydx
z

t
Qz ⋅⋅⋅

∂
∂=

2

2

.                                                       (2.6) 

 

Кількість теплоти, отриману елементарним об'ємом тіла за час dτ, визначимо, 

складаючи результати обчислень за формулами (2.4)-(2.6): 

 

                               τλ ddV
z

t

y

t

x

t
QzQyQxQ ⋅⋅









∂
∂+

∂
∂+

∂
∂⋅=∂+∂+∂=∂

2

2

2

2

2

2

.                          (2.7) 

 

Згідно з законом збереження енергії, кількість теплоти dQ,, отриманої фізичним 

тілом, визначають також за відомою з курсу фізики формулою: 
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                                                   τ
τ

ρ d
t

dVСQ ⋅
∂
∂⋅⋅⋅=∂ .                                                    (2.8) 

 

Прирівнюючи ліві та праві частини виразів (2.7) та (2.8), отримуємо диференціа-

льне рівняння теплопровідності Фур'є у вигляді: 

 

                                            ta
z

t

y

t

x

t

c

t 2
2

2

2

2

2

2

∇⋅=








∂
∂+

∂
∂+

∂
∂⋅

⋅
=

∂
∂

ρ
λ

τ
,                                        (2.9) 

 

де ∇ − математичний лінійний оператор Гамільтона (набла); ∇ = 
zyx ∂

∂+
∂
∂+

∂
∂  ; 

∇2 – оператор Лапласа (лапласіан); ∇2 = 
2

2

2

2

2

2

zуx ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂ ; (цей оператор широко 

застосовується у математичній фізиці); С − теплоємність тіла, [Дж/(кг·К)]; ρ − густина 

тіла [кг/м3]. 

 

Величину а = 
ρ

λ
⋅c

 [м2/с] називають коефіцієнтом температуропровідності. 

 

Коефіцієнт температуропровідності характеризує теплоінерційну здатність 

фізичних тіл. Він є фізичною характеристикою речовини і ілюструє швидкість зміни 

температури у тілах при проходженні через них теплового потоку.  

Для стаціонарного теплового режиму ( 0=
∂
∂
τ
t ) рівняння теплопровідності (2.9) 

називається рівнянням Лапласа і має наступний вигляд: 

                                                            ∇ 2t = 0.                                                                  (2.10) 

Зазначимо, що вираз (2.9) отримано для однорідного ізотропного тіла. При цьому 

вважають, що теплопровідність λ такого тіла  не залежить від температури, а всередині 
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тіла відсутні внутрішні джерела теплоти. Для випадків, коли такі джерела присутні, ди-

ференціальне рівняння теплопровідності матиме вигляд:  

                              
ρτ ⋅

+∇=
∂
∂

С

q
tа

t v2 ,                                                   (2.11) 

де qv  [Вт/м
3] − об'ємна густина теплового потоку від внутрішніх джерел теплоти у тілі.  

 

Для стаціонарного теплового режиму тіла з внутрішніми джерелами тепла 

рівняння (2.9) перетворюється у рівняння Пуассона і має наступний вигляд: 

 

                                                       ∇2t + qv/λ = 0.                                                     (2.12) 

 

При вирішенні ряду задач теплопровідності в тілах циліндричної форми зручніше 

замість декартової прямокутної системи координат використовувати циліндричну сис-

тему координат. Замінюючи змінні величини (х = r ·cosϕ; y = r·sinϕ), отримаємо вираз 

для зміни температури з оператором Лапласа у циліндричній системі координат: 

 

                                          ∇2t = 
2

2

2

2

22

2 11

z

tt

rr

t

rr

t

∂
∂+

∂
∂⋅+

∂
∂⋅+

∂
∂

ϕ
,                                  (2.13) 

    

  де r − радіус-вектор; ϕ − полярний кут; z − апліката. 

 

 

 

 

  

Література [1-5, 10].  

Завдання на СРС:   Література [1-5,10-24].  
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Лекція 4.  Тема 2.  Крайові умови ( умови однозначності ).  Схематизація 

        крайових умов для типових технічних задач. Аналітичні та чисельні методи  

        рішень крайових задач  

Крайові умови ( умови однозначності ) 

Диференціальне рівняння (2.9) описує процес теплопровідності у фізичних тілах у 

загальному вигляді. Для інженерного вирішення конкретної теплофізичної задачі до 

диференціального рівняння необхідно додати математичний опис всіх особливостей 

фізичного процесу (власне – задати умови задачі). Сукупність особливостей 

(характеристик), властиву тільки для конкретної задачі, називають крайовими умовами 

або умо вами однозначності. 

Крайові умови складаються з 4-х видів (груп) умов: 

1) геометричні умови, які характеризують форму і розміри тіла; 

2) фізичні умови, які характеризують фізичні властивості тіла та навколишнього сере-     

    довища; 

3) часові (початкові) умови, які характеризують розподіл температури у тілі в почат- 

    ковий момент часу; 

4) граничні умови, які характеризують взаємодію тіла з навколишнім середовищем.  

 

Схематизація крайових умов 

 

Геометричними умовами є: 1) форма фізичного тіла; 2) лінійні розміри тіла. 

Фізичними умовами є: 1) фізичні характеристики тіла (коефіцієнт теплопровідності λ, 

теплоємність С, густина ρ); 2) закон розподілення внутрішніх джерел тепла. 

Початковими умовами є: 1) закон розподілення температури в тілі в початковий 

момент часу, в загальній формі: при τ = 0  t = f(x,y,z); 2) при рівномірному розподіленні 

температури у тілі початкові умови спрощуються: при τ = 0  t = t0 = const.   

Граничні умови можуть бути задані чотирма способами. 
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Граничні умови першого роду. Ці умови вважають заданими, якщо відомий розподіл 

температури на поверхні тіла (стінки) tс для кожного проміжка часу τ, тобто : 

                                                              tс = f (х,у,z,τ),                                                        (2.14) 

де tс − температура поверхні тіла; х, у, z −  координати поверхні тіла. 

Якщо температура на поверхні тіла з часом залишається сталою, рівняння (2.14) 

спрощується до вигляду:  tc = const.  Температурний градієнт і густина теплового пото-

ку q при граничних умовах першого роду невідомі; вони мають бути визначені. Грани-

чні умови першого роду реалізуються в задачах теплопровідності у 2х випадках: 1) як-

що на поверхні тіла підтримується заданий режим зміни температури; 2) при інтенсив-

ному теплообміні тіла з оточуючим середовищем (якщо температура поверхні тіла є 

близькою до температури оточуючого середовища). Коло задач з граничними умовами 

першого роду – обмежене; застосовують ці умови, в основному, при оціночних розра- 

хунках градієнтів температури, швидкостей нагрівання (або охолодження) тіл, тощо.   

Граничні умови другого роду. При граничних умовах другого роду заданий розподіл те-

плового потоку для кожної точки тіла (отже – і температурний градієнт) в будь-який 

проміжок часу τ:                                

                                                             q = f (x,y,z,τ).                                                         (2.15) 

У найпростішому випадку, якщо q − стала величина, незмінна по поверхні тіла та 

незмінна з часом, маємо залежність  q = const. 

Задача з умовами другого роду є оберненою до задачі з умовами першого роду: 

розподіл температури t на поверхні тіла – невідомий; він має бути визначеним.  

Задачі з граничними умовами другого роду є типовими для лазерного нагрівання 

металевих деталей. 

Граничні умови третього роду. У цьому випадку має бути відомою температура навко-

лишнього середовища tp,г і закон теплообміну між поверхнею тіла та навколишнім се-

редовищем у процесі нагрівання або охолодження тіла. Температуру tcт на поверхні ті-

ла визначають через температуру навколишнього середовища tp,г, яке оточує тверде фі-
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зичне тіло. Потрібно застосовувати закони конвективного теплообміну, що має місце 

при взаємодії твердого фізичного тіла з рідким або газоподібним середовищем. Для 

опису такого конвективного теплообмінного процесу у теплопередачі  використовують 

закон Ньютона-Ріхмана, отриманий емпіричним шляхом. Згідно з цим законом кіль- 

кість теплоти, що віддається (або сприймається) одиницею площі поверхні тіла за оди-

ницю часу, пропорційна різниці температур між поверхнею тіла tст і навколишнім се-

редовищем tр,г.  Якщо температура поверхні тіла вища за температуру оточуючого сере-

довища, тобто tcт > tр,г,, то вираз для зазначеного закону має наступний вигляд: 

                                                     q = α·(tcт − tр,г);    α =  q /∆t ,                                         (2.16) 

де а – коефіцієнт пропорційності, який називають коефіцієнтом тепловіддачі; одини-

ця його вимірювання − Вт/(м2⋅К); він характеризує інтенсивність конвективного 

теплообміну між поверхнею твердого тіла та навколишнім середовищем.  

 При співставленні законів Фур’є та Ньютона – Ріхмана можна записати наступне 

рівняння, яке є математичним формулюванням граничних умов 3го роду: 

                                                         − λст·
стn

t









∂
∂  = α·(tcт − tр,г),                                         (2.17) 

де αααα − коефіцієнт тепловіддачі, [Вт/(м2⋅К)].  

Граничні умови 3го роду використовуються у багатьох задачах дослідження теп-

лообміну в твердих тілах, що обтікаються рідинами та газами. Такі задачі є частими в 

інженерній практиці; при цьому температури середовищ, оточуючих тверді тіла, − або 

відомі, або задані за умовами задач. 

 При визначенні температури стінки твердого тіла в граничних умовах 3го роду 

необхідно знати величини коефіцієнтів тепловіддачі αααα. Методика визначення коефіці-

єнтів αααα наведена нижче, у розділі «Конвективний теплообмін».  

Граничні умови четвертого роду є типовими для випадків теплообміну між різними фі-

зичними тілами за законами теплопровідності. На межі розділу різних середовищ 
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(«тверде тіло 1− тверде тіло 2», «тверде тіло − рідина», «рідина 1 – рідина 2») темпера-

тури та теплові потоки цих середовищ є однаковими. При цьому вважають, що 

тепловий контакт між контактуючими фізичними тілами є ідеальним. Теплообмін 

теплопровідністю у кожному середовищі описується неоднаково, але у місці контакту 

має місце рівність: 

                                                 λ1 ·
стn

t









∂
∂ 1 = λ2·

стn

t









∂
∂ 2 .                                                      (2.18) 

 Граничні умови 4го роду застосовуються при рішенні задач в металургії, авіацій-

ній та космічній техніці, розрахунках багатошарових конструкцій.  

 

Диференціальне рівняння теплопровідності, разом із заданими крайовими 

умовами, дає можливість вирішувати конкретні задачі теплопровідності, що мають 

місце в інженерній практиці. Ці задачі, в залежності від їх складності, не завжди 

можливо роз-в’язати аналітичним шляхом. У таких випадках рішення досягається 

експериментальним шляхом або за допомогою чисельних методів. Застосування 

останніх, в зв’язку з швидким розвитком обчислювальної техніки, є перспективним 

напрямком розвитку  теплофізики.              

 

Аналітичні та чисельні методи рішень крайових задач  

 

        Сукупність диференціального рівняння теплопровідності та умов однозначності 

дозволяє вирішувати ряд теплофізичних задач розподілення температури в фізичних 

тілах (в основному, в таких, що мають прості правильні форми [10]).  

Проте суто аналітичне розв'язання задач теплопровідності можна виконати не для 

всіх випадків. Особливі труднощі виникають під час розв'язання диференціальних рів-

нянь теплопровідності для тіл складної форми, за різних граничних умов та розв'язання 

багатовимірних задач. 
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Універсальні методи розв'язання таких задач – це чисельні наближені методи, які 

у багатьох випадках дозволяють відмовитись від спрощення математичної моделі 

процесу. Найпоширеніший чисельний метод розв'язання задач − метод „сіток”, або 

метод „скінченних різниць”, сутність якого зводиться до заміни частинних похідних їх 

наближеними значеннями, вираженими через різницю значень функції в окремих 

вузлових точках, а диференціальні рівняння теплопровідності замінюють скінченно-

різницевими аналогами. 

Застосовуючи метод скінченних різниць, безперервний розподіл температури в 

тілі замінюють на розподіл її по скінченним відрізкам ∆х, а тіло розглядають як 

складене з елементарних об'ємів або шарів однакової товщини, центри яких − вузли 

сітки. Кожному вузлу за напрямками осей 0х, 0у, 0z присвоюють порядковий номер: і, 

j, .., р. 

У разі одновимірної задачі диференціальне рівняння теплопровідності 

необмеженої пластини записують у вигляді 

                          
2

2

x

T

x

T

∂
∂=

∂
∂ α .                                                           (2.19) 

Замінимо першу та другу похідні цього рівняння скінченними різницями. Для точки 

і сітки першу похідну поблизу будь-якої точки для температурної функції Т =f(х,τ) за 

час 
τ∂

∂T  замінимо скінченним різницевим співвідношенням: 

                             
ττ ∆
−

=








∂
∂ +

+

kiki TTT ,1,   або 
ττ ∆

−
=









∂
∂ −

−

1,, kiki TTT  ,                                  (2.20) 

де знаки " + ", " − " означають різницеві відношення "вперед" і "назад" від точки і за 

час k. За координатою 
x

T

∂
∂  (для тих самих умов) −  різницеве співвідношення: 
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Другу похідну температурної функції замінимо скінченним різницевим співвідно-

шенням 

                                                 
2

,1,,1

2

2 2

x

TTT

x

T kikiki

∆
+−

∂
∂ −+   .                                                   (2.22) 

 

Після підстановки рівнянь (2.20) і (2.22) у рівняння (2.19) одержимо: 

                                                
2

,1,,1,1, 2

x

TTTTT kikikikiki

∆
+−

=
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− −++ α
τ

 ,                                          (2.23) 

звідки визначимо значення температури в певний момент часу через температуру в 

попередній момент: 

                                             ( )kikikikiki TTT
x

TT ,1,,121,1, 2 −+++ +−
∆
∆+= τα  .                                      (2.24) 

Одержане сіткове рівняння встановлює зв'язок між температурою точки і і темпе-

ратурою за попередній розрахунковий період часу k у сусідніх точках (і – 1) та (і + 1), 

за умов, що розподіл температури між точками має лінійний характер. 

Для забезпечення стійкості розв'язання значення ∆τ та ∆x мають відповідати умові 

2

1
2

≤
∆
∆
x

τα , але найбільш простого і стійкого розв’язку досягаємо за умови 
2

1
2

=
∆
∆
x

τα . Тоді 

розрахункове рівняння (2.24) набуває вигляду: 
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=  ,                                                         (2.25) 

з якого випливає, що температура визначається як середньоарифметична величина 

двох сусідніх об'ємів сітки - попереднього і наступного. 

Виходячи з граничних умов третього роду, температуру на поверхні тіла 

визначаємо за рівнянням: 
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TT
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kp

k  ,                                                    (2.26)  

де Tр - температура рідини. 
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У кожному розрахунковому інтервалі часу рівняння (2.25) та (2.26) розв'язують 

стільки разів, скільки інтервалів ∆х знаходиться в сітці. 

 

 Література [1-5, 10].  Завдання на СРС:   Література [1-5,10-24].  
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Лекція 5.  Тема 3.  Теплопровідність фізичних тіл у стаціонарних теплових режи-   

                   мах  

Теплопровідність плоских стінок. Термічний опір. Багатошарові плоскі стінки. 

Коефіцієнти теплопередачі. Теплоізоляція 

 

Теплопровідність плоских стінок 

Однією з типових теплофізичних задач, що часто зустрічаються в інженерній пра-

ктиці, є передача теплоти через однорідне тіло, що має форму плоскої стінки (далі – 

стінки).  

Схема переносу тепла через стінку представлена на рисунку 3.1.  

 

 

 

 

 

 

 Т1  >>>> Т2 

 

 

Рисунок 3.1 – Розподіл температур по товщині плоского тіла в умовах  

                        стаціонарного теплового режиму 

 

Для спрощення задачі та отримання розрахункової формули задамо наступні умо- 

ви: 1) напрям вектора густини теплового потоку q
r  співпадає з напрямом кординати х; 

2) на бічних поверхнях стінки температури t1 і t 2 − постійні (t1 > t2);3) коефіцієнт тепло-



 26 

провідності стінки – незмінний по її товщині (λ = const). У даному випадку температу-

рне поле − функція координати х, воно – одновимірне, а математичний запис 

температурного градієнта − 
dx

dt . Виділимо всередині стінки на відстані х від осі ординат 

елементарний шар товщиною dх. Згідно із законом Фур'є, можна записати наступне 

рівняння: 

                          q= −  λ 
dx

dt .                                                             (3.1) 

 

Відповідно                                   dt = − dx
q

λ
 .                                                           (3.2) 

 

Якщо тепловий режим – стаціонарний, то густина теплового потоку, що 

проходить через кожний переріз плоскої стінки, перпендикулярний до осі абсцис, 

постійна в кожному місці стінки. 

Після інтегрування рівняння (3.2) отримаємо наступний вираз: 

 

                            t Сx
q +⋅−=
λ

.                                                          (3.3) 

 

    Сталу інтегрування С можна визначити, задаючи наступні граничні умови: при х = 

0, t = t1 = с; при х = δст t = t2. Підставивши ці значення у рівняння (3.3), отримаємо: 

                                                    

                                                           t 12 t
q +⋅−= δ
λ

.                                                          (3.4) 

 

Тоді густина теплового потоку визначатиметься з рівняння: 

                              ( )21 ttq −⋅=
δ
λ .                                                          (3.5) 
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Термічний опір 

Відношення 
δ
λ  називають тепловою провідністю стінки ( російською – 

теплопроводимостью), а обернену величину стR=
λ
δ  − термічним опором (стінки). 

Величи-на Rст визначає падіння температури у стінці на одиницю густини теплового 

потоку q. Розрізняють термічний опір теплопровідності  (Rст; одиниця вимірювання – 

К/Вт) та термічний опір теплопередачі R (одиниця вимірювання – м2⋅К/Вт).  

Рівняння (3.5) є вихідною формулою теплопровідності плоскої стінки. З його 

допомогою можна визначити, крім густини теплового потоку q, інші змінні в 

практичних задачах величини: коефіцієнт теплопровідності λ, товщину стінки δ, 

перепад температур у стінці ∆t. Відповідні формули – наступні: 

                                 λ = q⋅δ /∆t;   ∆t = q⋅δ /λ;   δ = λ⋅∆t/q.                                        (3.6) 

Для поточного значення температури стінки (при змінній її товщині х у межах 

0 ≤ х ≤ δ) розрахункова формула має наступний вигляд: 

                                             tх = t1 − (t1 − t2)⋅ х/δ.                                                        (3.7) 

Слід зазначити, що рівняння (3.5), згідно з умовою 3 (λ = const), є достатньо 

точним лише для надтонких високотеплопровідних стінок, для яких умову 3 можна 

вважати коректною. У всіх інших випадках умова 3 не виконується, тому що 

коефіцієнт λ залежить від температури.  Для більшості  промислових технічних 

матеріалів залежність коефіцієнта теплопровідності λ від температури – лінійна; вона 

має наступний вигляд:                                                        

                                                   λ = λ0⋅(1 ± b⋅t),                                                         (3.8)  

де b – коефіцієнт, знайдений для кожного матеріалу емпіричним шляхом. 
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Якщо враховувати наведену залежність коефіцієнта теплопровідності λ від 

температури, то для більшості інженерних задач отримаємо формулу для розрахунку 

поточної температури стінки у вигляді: 

                     0

2
1

2
)

1
(

1
λ⋅
⋅⋅−++−=

b

xq
t

bb
tx .                                            (3.9)          

Зазначимо, що крива розподілу температури по товщині стінки з врахуванням формули 

(3.9) матиме вид прямої тільки при умові b = 0. Для значень коефіцієнтів b > 0 крива 

вигнута вгору, при b < 0  - вниз. 

        Багатошарові плоскі стінки 

Поширеними у техніці є так звані багатошарові плоскі стінки, які складаються з 

декількох шарів матеріалів з різними коефіцієнтами теплопровідності λ. Для 

спрощення розрахунків вважатимемо, що різнорідні шари матеріалів ідеально (з 

нульовим термічним опором) контактують між собою. Модель багатошарової стінки 

(що складаєть-ся, наприклад, із 3х різних шарів) представлена на рисунку 3.2. 

 

                                                         

      

Рисунок 3.2 – Розподіл температур по товщині багатошарової плоскої стінки  
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Позначимо товщину першого шару стінки − δ1, другого − δ2, третього − δ3. Відпо-

відно, коефіцієнти теплопровідності − λ1, λ2 ,λ3. Температури на бічних поверхнях: пер-

шого шару – t1,  останнього шару – t4.  Температури в місцях контакту між шарами – t2 

та t3. При умові стаціонарності теплового режиму для густини теплового потоку, який 

проходить через кожний шар стінки, можна записати наступні вирази: 

                             ( )21
1

1 ttq −⋅=
δ
λ ;                                                       (3.10) 

                             ( )32
2

2 ttq −⋅=
δ
λ ;                                                       (3.11) 

                            ( )43
3

3 ttq −⋅=
δ
λ .                                                        (3.12) 

З рівнянь (3.10) – (3.12) можна визначити, відповідно, падіння температури у 

кожному шарі багатошарової стінки: 

                                                       t1 − t2 = q⋅
1

1

λ
δ ;                                                       (3.13) 

                                                       t2 − t3= q⋅
2

2

λ
δ ;                                                        (3.14)                                                                                                                                                                                       

                                                       t3 − t4 = q⋅
3

3

λ
δ

.                                                       (3.15) 

 Якщо просумувати відповідно ліві та праві частини рівнянь (3.13)-(3.15), то 

отримаємо наступний вираз:  

                                                t1 − t4 = q⋅ 

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δ .                                            (3.16) 
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Відповідно, формула для визначення густини теплового потоку, який проходить 

через багатошарову стінку в стаціонарному режимі, наступна: 

                                              q = (t1 − t4) / 







++

3

3

2

2

1

1

λ
δ

λ
δ

λ
δ .                                          (3.17)  

При більшій кількості шарів у багатошаровій стінці, яка дорівнює числу n, роз-

рахункова формула матиме вигляд: 

                                                   q = (t1 − tn+1) /∑
=

n

i i

i

1 λ
δ .                                                 (3.18) 

Аналіз останніх формул свідчить про те, що процес переносу теплоти через ба-

гатошарову стінку є процесом подолання тепловим потоком ряду термічних 

опорів. При цьому загальний термічний опір стінки дорівнює сумі опорів всіх шарів. 

Інколи для розрахунків зручно використати так званий еквівалентний коефіцієнт 

теплопровідності багатошарової стінки (вважаючи при цьому, що стінка − умовно од-

норідна). Формула для визначення λекв наступна: 

                        λекв = (δ1 + δ2 + δ3 +…+ δn) / (
n

n

λ
δ

λ
δ

λ
δ

λ
δ +⋅⋅⋅+++

3

3

2

2

1

1 ).                          (3.19) 

На практиці  контакт між різними шарами стінок – далеко не ідеальний. Тому роз-

рахунки загального термічного опору багатошарових стінок є вірними тільки у першо-

му наближенні. Реальний термічний опір таких стінок – завжди більший за розраховане 

значення. 
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Коефіцієнти теплопередачі 

При рішенні ряду інженерних теплофізичних задач розглядають процеси як 

тепловіддачі, так і теплопередачі. Потрібно відрізняти ці близькі за фізичною сутністю 

процеси. У розділі «Вступ» дано визначення цих процесів, які часто відбуваються 

одночасно. Розглянемо схему елементарної теплопередаючої системи для одношарової 

стінки, яку представлено на рисунку 3.3. Елементарна теплопередаюча система 

(«комірка, сота»), в якій здійснюється процес теплопередачі, складається з 3х частин: 1) 

«гаряче» рідке (або газоподібне) середовище (зліва від стінки, рис.3.3); 2) тверда 

стінка, що розділяє рідкі (або газоподібні) середовища; 3) «холодне» рідке (або 

газоподібне) середовище (з правої сторони стінки; рис.3.3). Тепловий потік Q 

проходить через стінку в напрямку від «гарячого» до «холодного» середовища.  

                                                  R1         R2        R3                                                                                 

                                                                                                                          

              Рисунок 3.3 – Схема процесу теплопередачі через одношарову стінку  

При проходженні теплового потоку через стінку в даній системі виникають три 

елементарні термічні опори: 1) термічний опір конвективної тепловіддачі R1 від 

«гарячого» середовища до стінки; 2) термічний опір теплопровідності у стінці R2; 3) 

термічний опір конвективної тепловіддачі R3 від стінки до «холодного» середовища.  

Вираз для математичного запису процесу теплопередачі в системі має вигляд: 
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                q = (tр1 − tр2) / (R1 + R2 + R3) = (tр1 − tр2) / 



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++

21

11

αλ
δ

α ст

ст ,                        (3.20)  

де складові в знаменнику першого  дробу є зазначеними термічними опорами, від-

повідно. 

Величина    k = 1 / 







++

21

11

αλ
δ

α ст

ст   є коефіцієнтом теплопередачі, [Вт/(м2⋅К)]; він 

характеризує інтенсивність процесу передачі теплоти через відносно тверде фізичне 

тіло. При збільшенні кількості додаткових стінок в теплопередаючій системі сумарний 

термічний опір системи збільшується, а коефіцієнт k – зменшується. Як видно з виразу 

(3.20), коефіцієнти тепловіддачі αααα є складовими частинами коефіцієнтів теплопередачі.  

    Детально фізична сутність термічних опорів тепловіддачі розглянута у розділі 

«Конвективний теплообмін».   

Теплоізоляція.  В технічних системах, при передачі теплоти, температури зовніш-

ніх робочих поверхонь обладнання можуть бути значними. Для зменшення втрат тепла 

в оточуюче середовище та відповідно до умов техніки безпеки персоналу такі поверхні 

часто теплоізолюють. Для цього застосовують спеціальні матеріали, які мають низькі 

значення коефіцієнтів теплопровідності λ. Товщину теплоізолюючого матеріалу розра-

ховують таким чином, щоб температура зовнішньої поверхні речовини-ізолятора не пе-

ревищувала значень 40-50 0С. З фізичної точки зору нанесення теплоізоляції є додаван-

ням до елементарної системи (розглянутої вище; рис. 3.3) додаткової стінки з відносно 

великим термічним опором Rіз, що зменшує, відповідно, коефіцієнти теплопередачі k.  
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Лекція 6.  Тема 3.  Теплопровідність фізичних тіл у стаціонарних теплових режи-   

                   мах  

Теплопровідність циліндричних стінок. Багатошарові циліндричні стінки.  

Критичний діаметр циліндричної стінки і теплоізоляції 

Теплопровідність циліндричних стінок  

Циліндричні тіла (зокрема – труби) є поширеними елементами промислового об-

ладнання. Порівняно з розглянутою вище плоскою стінкою у даному випадку змінює-

ться форма фізичного філа (далі – циліндрична стінка), що певним чином впливає на 

особливості теплофізичних розрахунків. 

Схему процесу теплопереносу через елемент циліндричної стінки представлено на 

рисунку 3.4.   

                                                                                    

 

 

 

Т1  >>>> Т2 

  Рисунок 3.4 − Схема процесу теплопереносу через елемент циліндричної стінки  

В умовах стаціонарного теплового режиму температура внутрішньої поверхні сті-

нки – незмінна і дорівнює t1. Відповідно, температура зовнішньої поверхні – t2. Для теп- 

лового потоку, який проходить через елементарний шар стінки товщиною dr, розташо- 
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ваний на відстані r від початку координат, можна записати наступне рівняння (викори- 

стовуючи закон Фур’є): 

                                        Q = − λ⋅F⋅
dr

dt = − 2⋅λ⋅π⋅r⋅l⋅
dr

dt .                                           (3.21) 

Розділимо змінні величини і отримаємо: 

                                                dt = − 
l

Q

πλ2
⋅

r

dr .                                                          (3.22) 

Проінтегруємо рівняння (3.22) і отримаємо вираз для температури стінки: 

                                                t = − 
l

Q

πλ2
⋅ln r + C .                                                   (3.23)  

Підставимо у вираз (3.23) значення змінних, враховуючи, що при r = r 1 темпера- 

тура t = t1, при r = r 2 температура t = t2. Після виключення змінної С отримаємо фор-

мулу для розрахунку значень теплового потоку:   
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π −⋅⋅  .                       (3.24)               

Формула (3.24) має місце і для зворотного напряму теплового потоку.  

Тепловий потік Q, що проходить через внутрішню поверхню циліндричної стінки 

та через її зовнішню поверхню – незмінний за величиною. Однак величина внутріш-

ньої поверхні (F1) – менша, ніж зовнішньої (F2). Тому, відповідно, вирази для визначе-

ння поверхневих густин теплового потоку (q1,q2) – також різні:  
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З формул (3.25) і (3.26) випливає, що поверхневі густини q1 і q2 – не однакові при 

проходженні теплового потоку через циліндричні стінки ( q1 ≠ q2).  Якщо ж проаналі-

зувати вираз для лінійної густини теплового потоку ql: 

                                              ql = 
l

Q
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21

ln
2

1
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d
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−⋅

λ

π ,                                                    (3.27)  

то стає ясним, що величина ql – не змінюється в залежності від зміни радіуса (діаметра)  

стінки. Тому при рішенні практичних інженерних задач, в яких фігурують циліндричні  

стінки (труби), зручно використовувати не поверхневу густину теплового потоку qf, а 

лінійну густину ql.  Якщо ж необхідно визначити поверхневу густину qf  у певному місці 

циліндричної стінки (d = dx), то використовують формулу: 

                                                               qfx = 
x

ql .                                                                (3.28) 

Також очевидно, що ql = π⋅d1⋅q1 = π⋅d2⋅q2;   d1⋅q1 = d2⋅q2. 

Формулу для визначення поточної температури всередині однорідної циліндрич-

ної стінки можна отримати з виразу (3.23), підставивши значення Q та постійну інтег-

рування С: 
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                                     tr = t1 − 
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З останнього рівняння витікає, що поточна температура циліндричної стінки (по її 

товщині) змінюється за логарифмічним законом (отже, відповідна крива ніколи не ста-

не прямою). Якщо ж враховувати залежність теплопровідності стінки від локальної те-

мператури (аналогічно випадку з плоскою стінкою), то формула для розрахунку поточ-

ної температури всередині циліндричної стінки матиме вигляд: 
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 Розглянемо процес теплопередачі через циліндричну стінку. Схема процесу пред-

ставлена на рисунку 3.5. Всередині циліндричної труби протікає рідина № 1 з темпера- 

турою Т1; ззовні труба омивається рідиною № 2, з температурою Т2 (умова: Тр1 > Тр2).  

                                         Тр1 >>>> Тр2   

  Рисунок 3.5 − Схема процесу теплопередачі через циліндричну стінку  

 

Інтенсивність теплообміну між рідиною № 1 та внутрішньою поверхнею стінки  

характеризується коефіцієнтом тепловіддачі αααα1. Ззовні маємо значення коефіцієнта αααα2.    
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Значення лінійної густини теплового потоку (у стаціонарному тепловому режимі про-

цесу теплопередачі), який проходить через стінку від „гарячої” до „холодної” рідини, − 

однакові на внутрішній поверхні стінки, всередині стінки та на її зовнішній поверхні  

(ql = const). Тому правильними є наступні вирази: 
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Представимо ці вирази у наступному вигляді: 
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  Після додавання відповідних частин зазначених виразів можна знайти значення 

лінійної густини теплового потоку: 
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Значення лінійного коефіцієнта теплопередачі kl для циліндричної стінки 

знаходять за формулою:  
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Одиниця вимірювання коефіцієнта kl у системі СІ − Вт/(м⋅К). Чисельно лінійний 

коефіцієнт теплопередачі дорівнює кількості теплоти, яка проходить за одиницю часу 

через циліндричну стінку довжиною 1 м при різниці температур теплоносіїв − 1 К. 
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називається лінійним термічним опором теплопередачі і визначається як сума 

термічних опорів тепловіддачі рідин R1 (1/(α1⋅d1)), R3 (1/(α2⋅d2)) та термічного опору 

теплопровідності стінки  R2 (
λ2
1 ⋅ln

1

2

d

d ).                                                                 

Багатошарові циліндричні стінки 

Розглянемо неоднорідну багатошарову циліндричну стінку завдовжки l, із зада-

ними діаметрами d1,d2, d3, d4, сталими коефіцієнтами теплопровідності λ1, λ2, λ3 та за-

даними температурами на поверхнях Т1 та Т4  (рис. 3.6). За стаціонарного теплового 

режиму через усі шари стінки буде проходити однакова кількість теплоти (Q = const). 

 

 

 

 

 

 

 

    

     Рисунок 3.6 – Схема процесу проходження теплового      

                           потоку через багатошарову циліндричну  

                           стінку 
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Лінійну густину теплового потоку ql визначимо, записавши систему рівнянь: 
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Розв'язавши систему рівнянь (3.40) відносно різниці температур, матимемо: 
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Склавши окремо ліві і праві частини рівнянь (3.40) та (3.41), одержимо: 
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З виразу (3.42) визначимо лінійну густину теплового потоку, що проходить через 

стінку: 
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Значення температур на внутрішніх поверхнях стінки визначають з рівнянь: 
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Теплопровідність кулястої стінки  

Задачі з тілами кулястої форми, порівняно з тілами плоскої та циліндричної фор-

ми, зустрічаються в інженерній практиці рідко, однак розрахункові формули для них 

існують. Розглянемо типову задачу, в якій тепловий потік у порожнистій кулі прохо-

дить з її середини до зовнішньої поверхні.  

                                                                                                  

 

                   Рисунок 3.7 − Теплопровідність однорідної кулястої стінки 

Для виділеного елемента кулі, згідно з законом Фур’є, можна записати наступне 

рівняння: 

                                      Q = − λ⋅F⋅
dr

dt = − 4⋅λ⋅π⋅r2⋅
dr

dt .                                              (3.46) 

Після розподілення змінних отримуємо вираз: 

                                              dt = − ⋅
⋅⋅ λπ4

Q
2r

dr .                                                        (3.47)  

Інтегруючи (3.47), отримуємо: 
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                                              t = ⋅
⋅⋅ λπ4

Q

r

1  + C.                                                        (3.48) 

  Підставимо в вираз (3.48) значення змінних, враховуючи, що при r = r 1 темпера-

тура t = t1, при r = r 2 температура t = t2. Після виключення змінної С отримаємо фор-

мулу для розрахунку теплового потоку, що проходить через елемент кулі:  

                          Q = ( )









−

−⋅⋅⋅

21

21

11

4

rr

ttλπ = ( )









−

−⋅⋅⋅

21

21

11

2

dd

ttλπ = π⋅λ⋅∆t⋅
δ

21 dd ⋅ ;                      (3.49) 

δ = [(d1 − d2)/2] – товщина стінки кулі.  

З рівняння (3.48) отримуємо вираз для розрахунку поточної температури, що змі-

нюється по товщині кулі: 

                                      tx = t1 − )
11

(
)

11
( 1

21

21

xdd
dd

tt −⋅
−

− .                                                   (3.50) 

Якщо враховувати залежність коефіцієнта теплопровідності кулястої стінки від 

температури (у вигляді λ = λ0⋅(1 ± b⋅t),  то матимемо наступну розрахункову формулу 

для даного випадку: 

                                     tr = )]
11

()
1

[(
1

10

2
1

xddb

Q
t

bb
−⋅

⋅⋅
−++−

λπ
.                                 (3.51) 

Фізичні тіла неправильної форми 

Розрахунки теплопровідності фізичних тіл правильної форми, розглянуті вище, 

можна звести до загальної (універсальної) формули, яка має наступний вигляд: 
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                                              Q = tFx ∆⋅⋅
δ
λ ,                                                              (3.52) 

де Fx – розрахункова поверхня фізичного тіла, F1 – внутрішня поверхня;  F2 - зовнішня 

поверхня. 

Для наближених розрахунків (які, зазвичай, є поширеними в інженерній практиці) 

з достатньою для більшості випадків точністю можна застосовувати наступні формули: 

1) для фізичних тіл, що мають форму плоскої, циліндричної та кулястої стінки (при     

умові, що (F2 /F1) < 2 ): 

                                              Fx = (F1+ F2)/2;                                                            (3.53)   

2) для фізичних тіл, що мають форму циліндричної стінки (при (F2 /F1) > 2 ): 

                                              Fx =  

1

2

12

ln
F

F
FF −  ;                                                               (3.54)   

3) для фізичних тіл, що мають форму кулястої стінки (при (F2 /F1) > 2 ): 

                                             Fx = )( 21 FF ⋅ .                                                                (3.55)  

 Використовуючи формулу (3.37), можливо здійснювати наближені розрахунки 

різних фізичних тіл неправильної геометричної форми (звичайно, найбільш схожих на 

три розглянутих вище форми). 
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       Критичний діаметр циліндричної стінки 

 

       Необхідно підкреслити особливість термічного опору тепловіддачі саме для цилін-

дричних стінок: цей опір залежить не тільки від коефіцієнтів тепловіддачі (як у випад- 

ку плоскої стінки), але й від діаметра відповідної поверхні (зовнішньої чи внутріш-

ньої). Це означає, що, при збереженні коефіцієнта тепловіддачі αααα2 незмінним, 

термічний опір тепловіддачі зовнішньої поверхні циліндричної стінки (R3) буде, при 

збільшенні діаметра d2, зменшуватись. 

        Розглянемо вплив зміни зовнішнього диаметра d2 на термічний опір однорідної ци- 

ліндричної стінки. Будемо поступово збільшувати зовнішній діаметр d2 циліндричної 

стінки (труби), залишаючи внутрішній діаметр d1 незмінним. З виразу (3.39) видно, що 

при постійних значеннях коефіцієнтів тепловіддачі αααα1 та αααα2, також − теплопровідності 

стінки λλλλ та внутрішнього діаметра d1, повний термічний опір теплопередачі циліндрич-

ної стінки залежить тільки від величини зовнішнього діаметра. З рівняння (3.39) ясно, 

що при цих умовах перша складова загального термічного опору теплопередачі 

залишається незмінною (R1= 1/(α1⋅d1) = const). Друга складова загального опору 

(термічний опір за рахунок теплопровідності стінки та її товщини, R2 = 
1

2ln
2

1

d

d⋅
λ

) зі 

збільшенням діаметрa d2 буде, відповідно, збільшуватись; третя складова - термічний 

опір тепловіддачі ззовні стінки (R3 = 1/(α2⋅d2)) – буде зменшуватись. Таким чином, 

загальний термічний опір теплопередачі через циліндричну стінку залежатиме від суми 

3х термічних опорів: R1+R2+R3. Зміну всіх трьох складових загального термічного 

опору теплопередачі R при збільшенні діаметра d2 циліндричної cтінки ілюструє 

рисунок 3.8. 
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Рисунок 3.8 – Залежність термічного опору циліндричної стінки від її зовнішнього                  

                        діаметра  

 

 

Найменше значення загального термічного опору теплопередачі R при збільшенні 

діаметра d2 циліндричної стінки знаходиться у точці d = dкр.  

 

Критичний діаметр теплоізоляції для циліндричних труб 

 

Критичний діаметр циліндричних стінок пов’язаний з критичним діаметром тепло-

ізоляції та її ефективністю. Проаналізуємо вплив матеріалу та товщини діаметра теп-

лоізоляції на повний термічний опір теплопередачі і втрати тепла від ізольованої тру-

би. Розглянемо циліндричну трубу, вкриту ззовні одношаровим теплоізоляційним ма-

теріалом  
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Рисунок 3.9 – Процес теплопередачі через циліндричну стінку з одношаровою  

                        теплоізоляцією 

Повний термічний опір такої двошарової стінки дорівнює: 

R = 1/k = 1/α1 + +⋅
⋅ 1

21 ln
2 d

dd

λ
+⋅

⋅ 2

1 ln
2 d

dd ізоляції

ізоляціїλ ізоляціїd

d

⋅2

1

α
 .                                       (3.56)       

Вважатимемо всі значення величин, що входять у вираз (3.56), крім зовнішнього 

діаметра теплоізоляції, сталими. Зі збільшенням товщини теплоізоляції, аналогічно роз 

глянутому вище випадку з неізольованою циліндричною стінкою, зростає місцевий 

термічний опір теплоізоляційного шару Rт.із; одночасно зменшується місцевий терміч-

ний опір конвективної тепловіддачі Rα2.  

Продиференціюємо праву частину виразу (3.56) по розміру (dт.із) і прирівняємо 

похідну до нуля.        
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Похідна 
ізоляції

ізоляції

d

R

∂
∂

 перетворюється у нуль при певному (критичному) значенні 

діаметра теплоізоляції, при якому термічний опір циліндричної стінки (з 

теплоізоляцією) проходить через екстремальне значення (опору); останнє дорівнює:                                

          0
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⋅
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Друга похідна від Rізоляції є більшою за нуль:  
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а це означає, що критичне значення зовнішнього діаметра теплоізоляції відповідає 

мінімальному загальному термічному опору теплопередачі теплоізольованої труби та 

максимальній густині теплового потоку.  

 З виразу (3.58) витікає, що критичний діаметр теплоізоляції dкр.ізоляції не залежить: 

1) від внутрішнього діаметра труби d1; 2) від зовнішнього діаметра d2; 3) від товщини 

теплоізоляції δδδδізоляції; 4) від коефіцієнта тепловіддачі αααα1 всередині труби. Він залежить 

тільки від теплопровідності ізоляції λλλλізоляції та від коефіцієнта тепловіддачі αααα2 (ззовні 

ізольованої труби). 

 Різниця між термічним опором неізольованої труби Rтруби та термічним опором 

ізольованої труби Rт.із визначається за виразом: 
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           Rтруби − Rізоляції =  
22

1

d

d

⋅α  − ( +⋅
⋅ 2

1 ln
2 d

dd ізоляції

ізоляціїλ ізоляціїd

d

⋅2

1

α
).                                     (3.60) 

Аналіз виразу (3.60) свідчить, що при Rтруби >>>> Rізоляції наявність ізоляції збільшує 

тепловтрати в оточуюче середовище (в порівнянні з неізольованою трубою). При 

умові, що Rтруби <<<< Rізоляції, наявність ізоляції зменшує теплові втрати.  

Залежність теплових втрат з поверхні ізольованого трубопровода ілюструє рису-

нок 3.9. Якщо існує умова: d2 <<<< dкр, то при поступовому збільшенні товщини ізоляції до 

значення dкр = 2λλλλіз /αααα2 теплові втрати зростають. При цьому вони – більші, ніж тепловт-

рати від неізольованої труби. З подальшим збільшенням товщини ізоляції втрати змен- 

шуються (верхня крива на рисунку 3.10).     

                                   

         Рисунок 3.10 – Втрати тепла з поверхні ізольованої труби при теплоізоляції 

        Якщо існує умова d2 <<<< dкр, то при будь-якій товщині теплоізоляції діаметр dіз ніко-

ли  не буде дорівнювати dкр , а діаметр dізоляції завжди буде більшим за dкр. У цьому 

випадку застосування якісної теплоізоляції (з мінімальними значеннями коефіцієнта 

теп- 
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лопровідності λλλλізоляції) при будь-якій товщині ізоляції забезпечить зменшення теплових 

втрат від труби (нижня крива на рисунку 3.9).     

 Приклади з інженерної практики: 

1. Бетонна ізоляція труб (λλλλбетону = 1,28 Вт/(м⋅К)) буде ефективною тільки для труб, 

що матимуть діаметр d > 250 мм (0,25 м).  

2. Для азбестової ізоляції (λазбесту  = 0,11 Вт/(м⋅К)) зовнішній діаметр труб, які ним 

ізолюватимуться, має бути більшим за значення d ≥ 22 мм. 

Також треба враховувати, що збільшення вологості теплоізоляції збільшує її 

теплопровідність, значення критичного діаметра та кількість тепловтрат. 
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Лекція 7.  Тема 3.  Теплопровідність фізичних тіл у стаціонарних теплових режи-   

                   мах  

Теплопровідність фізичних тіл з внутрішніми джерелами тепла. 

Теплопровідність у стрижнях і ребрах  

 

         Теплопровідність тіл з внутрішніми джерелами теплоти 

Для ряду випадків, що зустрічаються в інженерній практиці, існують задачі з виді-

ленням теплоти всередині фізичних тіл. Такі випадки відносять до умов з внутрішніми 

джерелами теплоти; останні виникають, наприклад, при проходженні через тіло елект-

ричного струму, хімічних екзотермічних реакцій у тілі, ядерних процесів, тощо. Вини- 

кає внутрішнє об’ємне тепловиділення, яке може бути або рівномірно розподіленим по 

об’єму тіла, або – нерівномірно. У даних задачах застосовують поняття густини 

теплового потоку внутрішніх джерел теплоти qv [ 3м

Вт ]. Це − кількість тепла, що 

виділя-ється одиницею об’єму тіла за одиницю часу. Величина qv  може бути і 

від’ємною (наприклад, якщо всередині тіла відбуваються хімічні ендотермічні реакції, 

які супровод-жуються поглинанням теплоти). 

За стаціонарного теплового режиму фізичного тіла ( )0/ =∂∂ τt диференціальне рів-

няння Фур’є при існуванні у тілі внутрішніх джерел тепла має наступний вигляд: 

                                            02 =+∇
λ

vq
t .                                                                    (3.61) 

Для зазначених задач, за умов рівномірного розташування по об’єму внутрішніх 

джерел теплоти, основною метою є розрахунок розподілення температури (температу-

рного поля) всередині фізичного тіла. Розглянемо типові задачі для умов стаціонарного 

теплового режиму в тілах, що мають форму плоскої стінки, циліндра (стрижня) та ци-

ліндричної стінки (труби).  



 50 

         Теплопровідність безкінечної пластини з внутрішніми джерелами теплоти 

Умови типової задачі наступні: 1) тіло має форму плоскої стінки, товщина якої – 

(2⋅δ). Довжина (висота) стінки – набагато (на декілька порядків) більша у порівнянні з 

товщиною; 2) коефіцієнт теплопровідності λ матеріалу стінки  − постійна величина     

(λ = const); 3) всередині стінки існують рівномірно розподілені джерела внутрішньої 

теплоти, густина яких – qv; тепло, яке виділяється внутрішніми джерелами, передається 

через бокові поверхні стінки в оточуюче середовище (рис. 3.11).  

                                                  

 

 

 

 

 Рисунок 3.11 – Розподіл температур у пластині з рівномірно розподіленими                                                                   

                           внутрішніми джерелами тепла  

                                           

Задача для процесу теплопровідності у даних умовах є симетричною відносно роз-

поділення температур по товщині стінки. Тому доцільно розташувати початок коорди-

нат у середині стінки, а вісь абсцис Х – розташувати перпендикулярно до бокових по-

верхонь стінки. Початкову температуру на осі пластини позначимо t0, на поверхні – tст. 

Ці температури, за умовами задачі, − невідомі; їх необхідно знайти. Також необхідно 

знайти розподілення температури по товщині пластини та кількість теплоти, яку 

пластина віддає в оточуюче середовище.  
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Диференціальне рівняння Фур’є для даної задачі спрощується і має наступний 

вигляд:                                                 qx =  qv⋅ x.                                                         

(3.62)   Граничні умови наступні: при х = ±δ            ( )жст

x

tt
x

t −⋅=








∂
∂⋅±

±=

αλ
δ

. 

 З виразу (3.62) легко бачити, що на лівій боковій  поверхні плоскої стінки (при    

х = 0) густина теплового потоку q = 0, а   qx = qv⋅δ = max. Згідно з законом Фур’є 

                                              qx =  qv⋅δ = - λ⋅
dx

dt .                                                    (3.63) 

Із-за симетричності теплових процесів у пластині достатньо розглядати умови ли-

ше для однієї її половини (будь-якої). Граничні умови для напівпластини – наступні:              

                        х = 0;  ;0
0

=








∂
∂

=xx

t       x = δ;   ( )жст

x

tt
x

t −=








∂
∂−

=

αλ
δ

.                        (3.64) 

Проінтегруємо вираз (2.133) і отримаємо: 

                      1C
xq

x

t v +−=
∂
∂

λ
;     212

CxC
xq

T v ++−=
λ

.                                                    (3.65)  

Постійні інтегрування С1 та С2  визначаються з граничних умов (3.63). В точці х = 

0 отримуємо, що С1 = 0 ( з рівняння (3.64). В точці х = δ отримуємо: 

                                      ( )жст

x

tt
dx

dt −⋅=






⋅−
=

αλ
δ

.                                                       (3.66) 

З виразу (3.64) отримуємо:        
λ

δ
δ

⋅−=








=

v

x

q

dx

dt .                                                    (3.67) 
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В результаті tст = tж + qv⋅δ /α. Підставимо даний вираз в рівняння (3.65) і, при х = δ 

отримаємо:                                  
λ
δ

α
δ

2

2

2
vv

ж

qq
tC ++= .                                                        (3.68) 

Підставляючи отримані значення постійних інтегрування С1 та С2 у вираз (3.65), 

знайдемо рівняння температурного поля пластини:   

         ).(
2

22 x
qq

tt vv
жx −++= δ

λα
δ                                                (3.69)                  

У даній задачі густина теплового потоку змінюється вздовж осі х; ця залежність – 

наступна:         xqq v ⋅= . 

Густина теплового потоку, яка відводиться боковою поверхнею пластини: 

                                             ( ) δα ⋅=−= vжст qttq  .                                                      (3.70) 

 

Загальна кількість тепла з обох бокових поверхонь пластини: 

 

                                                     12FqFqQ v ⋅⋅=⋅= δ  .                                                        (3.71) 

 

Аналіз виразу (3.70) свідчить, що температура у плоскій стінці (пластині) 

розподіляється симетрично по відношенню до осі пластини; вид (закон) кривої 

розподілу тем-ператури (див. рисунок 3.11) – параболічний. 

 

Рівняння (3.70) можна записати у вигляді: 

                                                     ( )22

2
x

q
tt v
ст −+= δ

λ
.                                                          (3.72) 

 

При цьому температура на осі симетрії пластини (у точці х = 0) визначається з виразу: 
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λ
δ

2
2

0
v

ст

q
tt += .                                                            (3.73) 

 

Різниця температур між віссю симетрії пластини та її бічною поверхнею 

дорівнює: 

                                                        
λ
δδ

λ 22
2

0

qq
tt v
ст ==− .                                                     (3.74) 

 

При значних змінах (різницях температур) всередині пластини (по її товщині) 

необхідно враховувати залежність коефіцієнтів теплопровідності матеріалу пластини 

від температури. У першому наближенні така залежність описується вже відомою нам 

формулою: (3.8) 

                                                           λ = λ0⋅(1 ± b⋅t)                                                         (3.75) 

 

Тоді добуток  (qv⋅ x) визначиться за формулою: 

                                                          ( )
dx

dt
btxqv +−=⋅ 10λ .                                                   (3.76)   

 

Після розділу змінних величин та інтегрування рівняння (3.76) отримаємо: 

 

                                                          C
xqt

bt v +⋅−=+
2

1

2

2

0

2

λ
.                                               (3.77) 

 

У точці x = 0 температура t = t0.  Тому 2
00 2

t
b

tС += .  

Підставимо знайдене значення С у вираз (3.76) і вирішимо квадратне рівняння 

відносно змінної (температури t). Отримаємо рівняння для кривої розподілу 

температур у стінці:  
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b

xq

b
t

b
t v

0

22

0

11

λ
−







 ++−= .                                               (3.78) 

 

    

   Теплопровідність безкінечного однорідного циліндричного стрижня  

    з внутрішніми джерелами теплоти     

 

   Розглянемо задачу, аналогічну попередній; різниця – у формі фізичного тіла, 

яким у цій задачі є однорідний циліндричний стрижень (безкінечної довжини). Ясно, 

що при заданих умовах температура всередині стрижня буде змінюватися тільки 

вздовж радіуса. Нагадаємо, що внутрішні джерела тепла – рівномірно розподілені по 

об’єму циліндричного стрижня, температура середовища, оточуючого стрижень – по-

стійна; постійним є також коефіцієнти тепловіддачі α при конвективному теплообміні 

стрижня з середовищем. Необхідно знайти розподілення температури по діаметру 

стрижня, враховуючи, що воно є симетричним відносно осі циліндра.  

 

                                                      

  

Рисунок 3.12 – Розподіл температури по розрізу однорідного циліндричного стрижня                

                          при наявності внутрішніх джерел тепла (розташованих рівномірно) 

 



 55 

Диференціальне рівняння Фур’є для даної задачі матиме вигляд: 

                                         

      0
1

2

2

=+⋅+
λ

vq

dr

dt

rdr

td .                                                          (3.79) 

 

Граничні умови 3го роду для даної задачі – наступні:   

при r = 0  похідна 0
0

=








=rdr

dt ;   при r = r0    ( )жст

rr

tt
dr

dt −−=








= λ
α

0

.                                (3.80) 

 

 Знаходимо: 1) рівняння для температурного поля; 2) тепловий потік; 3) значення 

температур на осі Х (r). 

Проінтегруємо рівняння (3.79), змінивши похідну:   dt/dr = u. Рівняння (3.79) тоді 

набуває наступного вигляду:             0=++
λ

vq

r

u

dr

du                                                        (3.81) 

 або                                                        0=⋅++ rdr
q

udrrdu v

λ
.                                           (3.82) 

 

В результаті інтегрування отримаємо наступні вирази:        

                                                   
r

Crq
u v 1

2
=+

λ
    або       

r

Crq

dr

dt v 1

2
=+

λ
.                                (3.83) 

 

Знову проінтегруємо рівняння (3.79) і отримаємо:  

 

                                                    21

2
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CrC
rq

t v ++−=
λ

.                                                      (3.84) 

 

При значенні радіуса r = 0 з рівняння (3.83) знаходимо, що С1 = 0. При r = r0 
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Якшо останній результат підставити в граничні умови (3.80), отримаємо: 

                                      ( )жст
v tt
rq

−⋅= α
2

0  та  ж
v

ст t
rq

t +=
α2

0 .                                     (3.86)               

З виразу (3.84) знаходимо постійну С2. 

                                                         
λα 42

2
00

2

rqrq
tС vv
ж ++= .                                                   (3.87) 

Після підстановки значень С1 і С2 в рівняння (3.84) отримуємо: 

                                                  ( )22
0

0

42
rr

qvq
tt vv
ж −++=

λα
.                                                   (3.88) 

 

Отримане рівняння (3.88) дозволяє вирахувати температуру в будь-якій точці 

циліндричного стрижня. Крива розподілення температури по радіусу (діаметру) 

стрижня, як витікає з аналізу рівняння, відповідає певній параболі. 

Також з рівняння (3.88) легко знайти температуру на осі циліндричного стрижня 

(при значенні r = 0): 

                                                     
λα 42

2
00

0

rqrq
tt vv
ж ++= .                                                       (3.89) 

 

Густину теплового потоку, що проходить через зовнішню поверхню стрижня, зна-

йдемо з виразу:                          ( )
2

0rq
ttq v
жст =−= α .                                                       (3.90) 

  

Тепловий потік, що проходить через через поверхню стрижня, становить: 

                                             lrqlr
rq

FqQ v
v ⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅= 2

00
0 2

2
ππ .                                         (3.91) 

 

Аналіз рівняння (3.91) свідчить, що густина теплового потоку у стрижні залежить 

тільки від продуктивності внутрішніх джерел та від величини зовнішньої поверхні 

стрижня. 
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При граничних умовах 1го роду задані значення температури поверхні 

циліндричного стрижня дорівнюють tст. Ці умови є окремим випадком попередніх умов 

(при надвеликих значеннях коефіцієнтів тепловіддачі на поверхні стрижня; α = ∞, tр = 

tст). У цьому випадку рівняння (3.91) набуває вигляду: 

                                         ])(1[
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2

0

2
0

r

rrq
tt v
поверхні −⋅

⋅
⋅+=
λ

.                                                 (3.92) 

Температура на осі циліндра може бути визначена за формулою: 
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Лекція 8.  Тема 3.   Способи інтенсифікації теплопередачі. Теплопровідність у 

стрижнях і ребрах. Параметр і ефективність ребра. Фізичні основи оребрення. 

Форма ребер та її вплив на процеси теплопровідності  

 

 Способи інтенсифікації теплопередачі  

 

 Розглянуті в попередніх розділах питання теплопровідності та теплопередачі 

наближають до вирішення двох важливих задач інженерної теплотехніки: 1) методів 

інтенсифікації теплопередачі у теплопередаючих пристроях шляхом підвищення 

коефіцієнтів тепловіддачі α (що досягається, в основному, за рахунок збільшення 

швидкості потоків газів або рідин); 2) інтенсифікації теплопередачі (не тепловіддачі) 

за рахунок збільшення поверхні тепловіддачі теплопередаючого пристрою (зі сторони 

менших коефіцієнтів α, що зменшує відповідні термічні опори R1 чи R3). Перша 

задача детально розглядається у розділі „Конвективний теплообмін”. Шляхи 

вирішення другої задачі інтенсифікації теплопередачі (у розглянутій вище 

елементарній теплопередаючій системі-комірці; рис. 3.3) за рахунок збільшення 

тепловіддаючої поверхні і зменшенні, за рахунок зміни величини поверхні, 

відповідного термічного опору R розглядаються нижче.    

                       Теплопровідність у стрижнях і ребрах 

  

 Інженерні методи рішення другої задачі пов’язані зі збільшенням теплообмінної 

поверхні з боку гіршої тепловіддачі (так зване оребрення). Для розуміння 

теплофізичної сутності даного методу розглянемо типову задачу теплопровідності 

елементарного стрижня (що є ребром), який має ідеальний тепловий контакт з 

поверхнею термона-пруженої стінки (рисунок 3.13).  
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                              Рисунок 3.13 − Передача тепла через стрижень 

 

 Поперечні перерізи тепловіддаючих ребер можуть мати різну конфігурацію: 

прямокутну, квадратну, трикутну, форму трапеції, тощо. Розглянемо розповсюдження 

теплоти у прямому стрижні з квадратним перерізом, з постійною площею перерізу по 

довжині. Умови задачі наступні: 1) площа поперечного перерізу стрижня – f ; 2) 

периметр перерізу стрижня – и; 3) температура середовища (рідини чи газу), 

оточуючого стрижень – tр; 4) сталий коефіцієнт тепловіддачі від поверхні стрижня до 

охолоджуючого стрижень середовища − αααα; 5) температура стінки, до якої ідеально 

приєднано стрижень, вища за температуру охолоджуючого середовища – tcт >>>> tp; 6) 

коефіцієнт теплопровідності матеріалу стрижня має відносно велике значення − αααα→→→→∞∞∞∞; 

7)  площа поперечного 

перерізу стрижня f − відносно невелика у порівнянні з довжиною стрижня L.  

 Остання умова дає можливість вважати, що температура стрижня не змінюється 

по його перерізу; вона змінюється тільки вздовж стрижня (по його довжині).   

 Однією з основних цілей даної задачі є отримання диференціального рівняння, яке 

описує зміну температури у стрижні, що розглядається. 
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 Для зручності (що є важливим) введемо поняття так званої надлишкової 

температури ϑ; остання дорівнює різниці температур між фізичним тілом та 

охолоджуючим се- редовищем. Для даної задачі ϑ − це різниця температур між 

поверхнею стрижня та охолоджуючою його рідиною (або повітрям), тобто: ϑ = tст − tр 

(тут tст – поточна температура поверхні стрижня у конкретній точці). Важливим 

параметром є температура поверхні стрижня t1 у місці приєднання стрижня до вихідної 

стінки. 

 Надлишкова температура поверхні стінки у місці приєднання стрижня-ребра: 
 

                                                            ϑ1 = t1 − tр.                                                              (3.94) 
 

 Виділимо у стрижні елементарний об’єм dv, довжина якого становить dx. Для 

цього елемента, через який проходить тепло від несучої стінки, можна записати 

рівняння теплового балансу, яке матиме наступний вигляд: 

                                                       dQQQ dxxx =− +  ,                                                             (3.95) 

де Qx – кількість тепла, яке підходить (через бокову грань) до елементарного об’єму від 

стінки;  Qx+dx – кількість тепла, яке виходить (через протилежну бокову грань) з елемен- 

тарного об’єму; dQ – кількість тепла, яке передається зовнішньою поверхнею 

елементарного об’єму до середовища, оточуючого стрижень. 

 Використовуючи закон Фур’є, для даного елементарного об’єму стрижня можна 

записати наступні математичні вирази:  

                    f
dx

d
Qx ⋅Θ⋅−= λ ;   fdx

dx

d

dx

d
Q dxx ⋅⋅Θ+Θ⋅⋅−=+ )(λ ,                                            (3.96)    

звідки dx
dx

d
f

dx

d
fQ dxx 2

2ϑλϑλ ⋅−⋅−=+   і, відповідно:  dx
dx

d
fQQdQ dxxx 2

2ϑλ ⋅=−= + .              (3.97)                                    

 

 Одночасно, використовуючи закон Ньютона-Ріхмана, для даного елементарного 

об’єму стрижня можна записати наступний математичний вираз: 

                                                           dxudQ p ⋅⋅⋅= ϑα  .                                                       (3.98)                              
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 Прирівняємо вирази  (3.97) і (3.98).  Отримаємо диференціальне рівняння, що опи-

сує зміну температури в стрижні-ребрі:   

                                                           ϑϑ
λ

αϑ 2
2

2

m
f

u

dx

d p ==  .                                                   (3.99) 

 Параметр ребра  

 

 Параметр m у формулі (3.99) є так званим параметром ребра, що характеризує 

основні теплофізичні характеристики ребер. Останні істотно впливають на 

ефективність  застосування ребер. Параметр m має розмірність [1/м]. Визначається він 

з виразу: 

                                                   м
f

u
m P /1,

⋅
⋅+=

λ
α .                                                         (3.100)   

 Для даної задачі, при аналізі її умов, безперечним є те, що величина m – стала, 

тобто:                                         m = const. 

 Тоді інтеграл для рівняння (3.99) можна записати у наступному вигляді: 

                                               

                                                 ϑ = С1⋅еmx + С2⋅е-mx .                                                       (3.101) 

  

         Значення сталих С1 та С2 визначають із граничних умов; останні залежать від 

довжини стрижня та інших чинників (факторів). 

 

 Стрижень безкінечної довжини  

 

Згідно з умовами даної задачі початкова температура стрижня tcт є постійною 

(також – і надлишкова температура); тобто, при нульовій довжині стрижня (х = 0) його 

надлишкова температура дорівнює ϑ = ϑ1. При безкінечній довжині стрижня (Lст = ∞) 

все тепло, яке підводиться стінкою до стрижня, буде віддане стрижнем оточуючому 

середовищу. Відповідно, при довжині х = ∞ надлишкова температура стрижня ϑ = 0. 
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Рівняння (3.101) з даними граничними умовами запишемо у вигляді: 

при х = 0        ϑ1 = С1 + С2;                                                                                    (3.102) 

при х = ∞       ϑ1 = С1⋅е∞ = 0 (така рівність можлива тільки при умові: С1 = 0).  

Тоді: С2 = ϑ1. 

 

Підставимо значення постійних С1 та С2  в рівняння (3.101) і отримаємо 

                                     Ce mx o,1
−⋅= ϑϑ                                                                       (3.103) 

Останнє рівняння (3.103) можна записати у вигляді: 

                                            ,
1

mxe−==Θ
ϑ
ϑ                                                                   (3.104) 

де Θ − безрозмірна температура стрижня (яка змінюється від 0 до 1; причому 

початкова надлишкова температура стрижня ϑ1 дорівнюватиме одиниці). 

Якщо параметр стрижня (ребра) m поступово змінювати (рис. 3.14), то стає ясним, 

що безрозмірна температура стрижня зменшується тим швидше, чим більшим є 

значення m (проте, при х → ∞ всі криві наближаються до нуля). 

                

                                       

 

        Рисунок 3.14 – Зміна температури поверхні стрижня по його довжині   
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Аналізуючи вираз для розрахунку параметра ребра (
f

u
m P

⋅
⋅+=

λ
α ), стає очевидним, 

що значення m: 1) прямо пропорційне інтенсивності конвективної тепловіддачі з 

бокової поверхні стрижня (коефіцієнти тепловіддачі αααα − у чисельнику) та периметру 

перерізу стрижня и; 2)  обернено пропорційне виразу ( f⋅λ ) – чиннику (фактору), що 

визначає передачу тепла теплопровідністю вздовж стрижня.  

 Висновок з аналізу: для інтенсифікації теплопередачі в теплопередаючій системі 

необхідно застосовувати матеріали з високотеплопровідних металів (або сплавів), які 

мають високі значення коефіцієнтів теплопровідності λλλλ. 

Якщо ж коефіцієнти тепловіддачі αααα і теплопровідності λλλλ − не змінюються, то 

параметр m  збільшується при зростанні дробу (u/f). У цьому випадку ефективність 

тепловіддачі стрижня (ребра) залежить від відношення розмірів перерізу ребра (від 

периметра u) та від площі перерізу ребра f . 

Від стінки стрижень отримує тепло, яке проходить через площу приєднання 

стрижня (основу). Тепловий потік що проходить через основу може бути визначений 

за формулою: 

                                                        
0=








⋅−=
xdx

d
Q

ϑλ .                                                         (3.105) 

 З рівняння (3.105) знаходимо 

                                                 1
0

0

1 ϑϑ ϑ mem
dx

d xmx

x

−=⋅−=






 =−

=

.                                            (3.106) 

         Формула для розрахунку теплового потоку, який стрижень повністю віддає в 

оточуюче середовище (або теплового потоку який може сприйняти стрижень від 

оточуючого середовища), наступна: 

                                                ВтfmfQ p ,11 ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅= λµαϑϑλ  .                                  (3.107)                       

Формула (3.107) ясно ілюструє вплив параметрів стрижня на кількість теплоти, 

яку віддає (сприймає) стрижень від оточуючого середовища. 
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Стрижень певної (скінченної) довжини 

 

Диференціальне рівняння для стрижня скінченної довжини – те ж саме, як і у 

випадку стрижня, довжина якого – безкінечна. Проте, граничні умови для даних умов – 

інші:        при         0=x      1ϑϑ = ; 

        при         lx =     ll
lxdx

d ϑαϑλ =






−
=

, чи   l
l

lxdx

d ϑ
λ
αϑ −=









=

 .                               (3.108) 

  Тут ϑ1 – надлишкова температура на кінці стрижня; α1 – коефіцієнт тепловіддачі 

на торці стрижня.  Зазначимо, що у кінці стрижня (при х = Lстрижня) кількість тепла, 

підведеного до торця стрижня теплопровідністю, дорівнює кількості тепла, що 

відводиться конвективним шляхом з торця в оточуюче стрижень середовище (рідину 

або газ). 

Рішення диференціального рівняння (3.101) для даної задачі − можливе; для цього 

необхідно знайти сталі С1 і С2 (використовуючи граничні умови (3.108): 

 при 0=x     211 CC +=ϑ ; 

 при lx =     l
lmlml

lx

emCemC
dx

d ϑ
λ
αϑ −=⋅⋅−⋅⋅=







 −

=
21 ;   mlml

l eCmC −⋅+⋅= 21ϑ .          (3.109) 

 

З рівняння (3.109) отримуємо вирази для визначення сталих С1 і С2. Визначені зна-

чення сталих підставимо у рівняння (3.101); зробивши прості математичні перетворен-

ня, отримаємо формулу для розрахунків поточної температури стрижня (яка залежить 

від координати х) і дозволяє визначити температуру у будь-якому місці перерізу 

стрижня (по його довжині L).  
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m

lmch

xlmsh
m

xlmсh

l

l

⋅⋅
⋅

+⋅

−⋅
⋅
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ϑϑ 1  .                                      (3.112) 

     

Є випадки, для яких тепловіддачею з торця стрижня можна знехтувати. Умови для 

такого випадку – наступні: 1) коефіцієнти теплопровідності λλλλ матеріалу стрижня мають 

відносно великі значення; 2) значення коефіцієнтів тепловіддачі αααα на торці стрижня – 

відносно невеликі; 3) відношення (αααα/λλλλ) →→→→ 0. Тоді рівняння (3.112) набуває наступного 

вигляду:  

                                             ( )[ ]
( )lmch

xmсh

⋅
−⋅= 1

1ϑϑ .                                                     (3.113) 

Остання формула (3.1121) часто застосовується в практичних інженерних 

розрахунках (тому що частина тепла, яке втрачає торець стрижня, зазвичай, − є малою). 

Зазначимо, що кількість тепла (як і в попередній задачі), яке віддає стрижень 

оточуючому середовищу, дорівнює кількості, яку стрижень отримує від стінки (до якої 

він приєднаний). Розрахунок цієї кількості – можливий за формулою: 

                                               ( )lmchlx ⋅
==

1ϑϑ  .                                                            (3.114) 

З рівняння (3.114) легко отримати наступні вирази та формули: 

                                       ( )lmthmfQp ⋅⋅⋅⋅⋅= 1ϑλ   ;                                                   (3.115) 

                                       ( )lmthfuQ pp ⋅⋅⋅⋅⋅= λαϑ1  .                                              (3.116) 

Якщо стрижень – відносно довгий, і можна вважати, що ch(m⋅l) → ∞, a th(m⋅l) ≈ 1, 

то надлишкова температура (при х = L) у цьому випадку дорівнює нулю (ϑх=L = 0). Тоді 

формула (3.115) перетворюється у формулу (3.107).   
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Передача теплоти через плоску оребрену стінку 

 

Нам вже відомо, що для зменшення загального (сумарного) термічного опору 

теплопередаючої системи („рідина-стінка-рідина”, „ газ-стінка-газ” або комбінації 

рідини чи газу) застосовують оребрення теплопередаючих стінок (з боку менших 

коефіцієнтів тепловіддачі αααα). Часто у таких задачах (з оребреними стінками) необхідно 

визначати тепловий потік Q, який проходить через стінку.  

Розглянемо задачу, у якій тепловий потік проходить через плоску ребристу стінку, 

розміри якої – безкінечні. Постановка задачі – наступна: 1) задані геометричні розміри 

стінки (товщина δδδδст) та ребер δδδδр (всі ребра – однакові; рисунок 3.15); 2) задані постійні 

значення коефіцієнтів тепловіддачі: αααα1 (на неоребреній поверхні стінки, з неоребреної 

її сторони), ααααст (на гладкій неоребреній поверхні стінки, з оребреного боку стінки), ααααр 

(на поверхні ребер); в реальних задачах ці коефіцієнти мають дійсно різні значення;  

3) задані постійні температури рідин-теплоносіїв (або газів) tр1 і t р2; 4) нагадаємо, що 

довжина ребер b →→→→ ∞∞∞∞.     

           

 

 

       Рисунок 3.15 – Приклади оребрення робочих теплообмінних поверхонь  
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Знайдемо значення параметра m для даного ребра (безкінечної довжини). 

Площа поперечного перерізу ребра fp = bp⋅⋅⋅⋅δδδδp. Периметр поперечного перерізу 

ребра (з врахуванням того, що довжина ребра bp – на декілька порядків більша в 

порівня-нні з його товщиною δδδδp і bp >>>>>>>> δδδδp) дорівнює u = 2⋅⋅⋅⋅b.  

Для нашої задачі 

                                    
δλ

α
λ

α
⋅

=
⋅
⋅

= pp

f

u
m

2
,  1/м.                                                     (3.117) 

Підставимо отриманий вираз для m у рівняння (3.115) і, після деяких перетворень, 

отримаємо:  
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Комплекс фізичних величин   
λ

δα ⋅p  називають числом подібності Біо′′′′ (на честь 

відомого французького фізика Біо′). Це число є важливим у теорії теплопровідності. 

Його можна представити у вигляді відношення (дробу): 

p

Bi

α

λ
δ

1
= .

.

.

шарупригр

тілафіз

R

R
=  

 

   У чисельнику – внутрішній термічний опір теплопровідності (фізичного тіла); у 

знаменнику – зовнішній термічний опір конвективної тепловіддачі (від твердого 

фізичного тіла – до рідкого або газоподібного середовища, оточуючого фізичне тіло). 

Кінцевий вигляд формули для визначення теплового потоку, який поверхня ребра 

віддає оточуючому середовищу, наступний:   
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У фізиці оребрення існує поняття «ефективність ребра».  Дріб з формули (3.119) 

можна записати у вигляді виразу  E
Bi

l

l
Bith

=









2

2

δ

δ .     Величину  Е називають 

коефіцієнтом ефективності ребра.    При застосуванні числа Е формула (3.118) 

матиме вигляд: 

                                         EFQ ppp ⋅⋅⋅= 1ϑα .                                                            (3.120) 

Максимальне значення Е – не перевищує одиниці; воно, певним чином,є 

своєрідним коефіцієнтом корисної дії ребра. 

 

Теплофізична ефективність оребрення (інтенсифікація теплопередачі) 

 

Практичне застосування оребрення у технічних пристроях полягає в 

інтенсифікації процесів теплопередачі при проходженні теплових потоків через 

металеві стінки. 

Доцільним методом інтенсифікації є збільшення розмірів поверхні конвективного 

теплообміну стінки з боку меншого значення коефіцієнта тепловіддачі αααα (рис. 3.3). 

Розглянемо фізичну сутність збільшення кількісних показників теплопередачі при 

оребренні. Для елементарної схеми проходження теплового потоку Q  (рис. 3.3, 3.16) 

як через неоребрену стінку, так і через оребрену, можна записати 3 очевидні рівняння 

(при умові, що F1 = F2): 

                                  

                                 Q = α1⋅F1⋅∆T1 = α1⋅F1⋅(Tрід1 – Тст1) ;                                       (3.121)                                  

                                  

                                 Q = (λст/δст)⋅F1⋅∆T = (λст/δст)⋅F1⋅(Tст1 – Тст2) ;                        (3.122) 

                                  

                                 Q = α2⋅F2⋅∆T = α2⋅F2⋅(Tст2 – Трід2) .                                         (3.123) 
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Рисунок 3.16 – Схема до розрахунків теплопередачі через оребрену стінку 

 

 

Якщо теплопередаючу стінку оребрити (з боку меншого значення коефіцієнта αααα), 

то розміри стінки (площа конвективного теплообміну) збільшаться. З врахуванням 

коефіцієнтів ефективності ребра Е (див. формулу 3.120), записана система рівнянь 

набуває наступного вигляду: 

 

                                 Q = α1⋅F1⋅∆T1 = α1⋅F1⋅(Tрід1 – Тст1) ;                                       (3.124)                                                                    

                                 Q = (λст/δст)⋅F1⋅∆T = (λст/δст)⋅F1⋅⋅⋅⋅(Tст1 – Тст2) ;                        (3.125) 

                                 Q = α2⋅F2⋅∆T = α2⋅(F1 + Е⋅Fоребр )⋅(Tст2 – Трід2) .                     (3.126) 

 

Враховуємо при цьому, що 3 зазначені рівняння можна записати одним 

рівнянням, використовуючи коефіцієнт теплопередачі k [Вт/(м2⋅К]: 

                                           

                                          Q = k⋅F⋅∆T =  k⋅F⋅(Tрід1 − Tрід2),                                             (3.127) 

                     де  k = 1 / [ 1/α1 + λст/δст + F/α2⋅(F + Е⋅Fоребр) ].                                (3.128) 
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Аналіз останнього рівняння (3.128) доводить, що збільшення поверхні тепловідда-

чі здатне істотно підвищити значення коефіцієнтів теплопередачі k, тобто − 

інтенсифікувати теплопередачу (але не тепловіддачу, тому що коефіцієнти αααα − не 

змінюються).  

 

Становить інтерес питання оптимізації форми ребер, які використовують у техніці 

оребрення. На рисунках (3.17-3.20) показані різні види ребер, які мають наступні 

форми перерізів: 1) параболічні; 2) трикутні; 3) трапецієвидні; 4) прямокутні. 

Найвигідні-шими (теплофізично) є ребра з параболічною формою перерізу (рис. 3.17). 

Проте у тех-ніці найчастіше зустрічаються ребра з прямокутною формою перерізу (які 

теплофізично – найневигідніші). Зазначений факт пояснюється вартістю оребрення та 

складністю технологій його виготовлення. 

                                               

 

 

                     Рисунок 3.17 – Переріз ребра параболічної форми 
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Рисунок 3.18 – Переріз ребер трапецієвидної форми (а) та прямокутної форми (б) 
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Лекція 9.  Тема 4.   Теплопровідність фізичних тіл у нестаціонарних теплових 

режимах.  Особливості нестаціонарних теплових режимів. Методи вирішення 

задач, типових для нестаціонарних режимів. Аналітичний опис нестаціонарного 

процесу теплопровідності. Охолодження (нагрівання) пластини   

 

Особливості нестаціонарних теплових режимів 

 

 Матеріал попередніх лекцій подано для стаціонарних теплових режимів фізичних 

тіл. Процеси теплопровідності, при яких зміни температури у фізичних тілах залежать 

не тільки від розмірів і форми тіл, а й від часу ττττ, проходять (відбуваються) у так званих 

нестаціонарних теплових режимах. 

 Зазначимо, що абсолютна більшість теплофізичних задач (99 %) стосується саме 

нестаціонарних теплових режимів. Проте рішення таких задач неможливе без знання 

закономірностей та розрахункових формул, отриманих для стаціонарних режимів. 

 Практичні інженерні задачі для даних режимів поділяють на 2 групи: 1) задачі, у 

яких фізичні тіла (тіло) наближаються до теплової рівноваги; 2) задачі, у яких фізичні 

тіла (тіло) знаходяться у стані періодичних змін температури (у фіксованих  точках). 

 Для групи № 1 типовими є такі задачі, як: нагрівання різних матеріалів у печах, 

охолодження гарячих деталей повітрям або водою, тощо. Для другої групи належать: 

теплові процеси у теплообмінниках-регенераторах, коксових батареях, побутових 

печах («грубках»), тощо.   

 На рисунку 4.1 представлені типові криві залежності температури однорідного 

фізичного тіла з часом (тіло нагрівають). Температури тіла у різних його точках 

поступово наближаються до температури «гарячого» оточуючого середовища. Легко 

бачити, що найшвидше змінюється температура поверхні фізичного тіла, повільніше – 

температура всередині тіла. З термодинаміки відомо, що нестаціонарні теплові процеси 
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завжди пов’язані зі зміною ентальпії або внутрішньої енергії фізичних тіл (чи 

термодина-мічних систем). 

 У даному курсі розглядаються лише деякі задачі, типові для нестаціонарних 

теплових режимів. Більш детальний розгляд і рішення складніших задач наведено у 

монографіях [3,5,10,12,24]. 

                            

              Рисунок 4.1 – Зміна температури однорідного фізичного тіла з часом  

 

                 

        Методи вирішення задач, типових для нестаціонарних режимів 

 

        Рішення задач для зазначених умов здійснюють у наступній послідовності: 

- застосовують диференціальне рівняння теплопровідності (у першому наближенні − 

диференціальне рівняння Фур’є), відповідно до умов однозначності (крайових); 

- задають умови однозначності (крайові умови); 

- вирішують диференціальне рівняння аналітичними методами (якщо можливо); 

- якщо аналітичне рішення – неможливе, застосовують чисельні методи. 

 

Найпростіші задачі – наступні (до них найчастіше зводять і більш складні задачі): 

- охолодження (або нагрівання) пластини (суцільної, безкінечної довжини); 

- охолодження (або нагрівання) циліндра (суцільного, безкінечної довжини); 
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- охолодження (або нагрівання) кулі (суцільної).  

 

Аналітичний опис нестаціонарного процесу теплопровідності 

 

Для аналітичного опису нестаціонарного процесу теплопровідності у фізичному 

тілі застосовують диференціальне рівняння теплопровідності (Фур’є) і задають 

конкретні умови однозначності (крайові умови). 

Диференціальне рівняння теплопровідності при відсутності внутрішніх джерел 

тепла має наступний вигляд: 
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Умови однозначності задачі мають бути задані у наступному вигляді: 

1) фізичні параметри (характеристики) тіла:  λλλλ, С, ρρρρ ;  

2) форма та розміри фізичного тіла: пластина, циліндр, куля (у першому набли-  

    женні; або складніші форми тіла); L0 , L1 , L2 , ..., Ln; 

3) значення температури фізичного тіла в початковий момент часу:  

             при ττττ = 0   t = t0 = f (x, y, z); 

         4) граничні умови (ГУ) найчастіше задають у вигляді ГУ 3го роду: 
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Диференціальне рівняння теплопровідності (4.1) разом із вищезазначеними 

умовами однозначності дозволяє коректно сформулювати постановку конкретної 

задачі нестаціонарного процесу теплообміну фізичного тіла з оточуючим середовищем. 

Рішення такої задачі дозволяє отримати певні значення температури фізичного тіла у 

будь-якому його місці у задані проміжки (значення) часу. Рішення полягає у 

відшуканні функції температури тіла, яка має вигляд залежності: 

                            t =  f (x, y, z, ττττ, αααα, λλλλ, а, t0, tрідини (газу), L0 , L1 , L2 , ..., Ln).                            (4.3) 
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  Ця функція повинна задовольняти вимоги рівняння (4.1) та умови однозначності (4.2). 

Однією з найпростіших задач при вивченні нестаціонарних теплових процесів і 

режимів є задача, пов’язана з охолодженням нагрітої плоскої пластини (стінки). Вив-

чення методів рішення даної задачі дає можливість розуміння принципів рішення ана-

логічних задач для фізичних тіл, що мають складніші геометричні форми (в порівнянні 

з формою пластини безкінечної довжини).  

 

Охолодження (нагрівання) пластини 

 

Розглянемо методику рішення задачі охолодження нагрітої плоскої пластини 

(стінки) безкінечної довжини. Постановка задачі і умови наступні (див. рисунок 4.2):  

1) існує пластина безкінечної довжини (висоти); її товщина − 2⋅δ; 2) розміри 

пластини по осям (координатам) 0у та 0z – безкінечні; 3) в початковий момент часу (ττττ 

= 0 ) температура в будь-якому місці пластини – однакова; вона дорівнює t = t0 = const;      

                              

 

                  Рисунок 4.2 – Форма і вид плоскої пластини (стінки) 
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 З часом тепло однаковим чином відводиться від обох поверхонь пластини (при 

постійних значеннях коефіцієнтів тепловіддачі αααα ). При умові, що температура 

оточуючого пластину середовища – також постійна ( tрідини = соnst ), для рішення задачі 

зручно використовувати надлишкову температуру: ϑϑϑϑ = tповерхні −−−− tрідини . 

Підставимо у диференціальне рівняння (4.2) та у граничні умови температуру ϑϑϑϑ . 

Вважаємо (це – неодмінна умова), що температура  по осям Y та Z не змінюється. У да- 

ному випадку диференціальне рівняння (4.2) набуває наступного вигляду: 
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 Початкові умови при рішенні приймемо наступними: при τ = 0  ϑ = ϑ0 = t0 − tрідини.   

Задача є симетричною (відносно осі пластини). Граничні умови на осі та на поверхні 

пластини є наступними: 

на осі пластини: при х = 0 (
x∂

∂ϑ )х=0 = 0;  на поверхні: при х = δ (
x∂

∂ϑ )х=δ = − δϑ
λ
α

=⋅ х . 

 Використовуючи відомі математичні методи рішення диференціальних рівнянь, 

шукатимемо дане рішення у виді добутку двох незалежних функцій: перша з них є 

функцією тільки часу (ττττ), друга – функцією тільки координати Х: 

                                                    ϑ = f(τ,x) = ϕ(τ)⋅ψ(x).                                                      (4.5)   

  

 Підставимо вираз (4.5) у диференціальне рівняння (4.4) і отримаємо: 
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 Після розділу змінних у рівнянні (4.6) запишемо його у наступному вигляді: 
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 Ясно, що ліва частина виразу (4.7) є функцією тільки часу ττττ, права частина – 

функція тільки координати х.  Для зручності прирівняємо обидві частини рівняння 

(4.7) до деякої постійної величини (k2).  
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= − k2 .                                                 (4.8) 

 З виразу (4.8) можна утворити систему звичайних диференціальних рівнянь: 

                                           0
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)( 2 =⋅+
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ka
τϕ
τϕ ;   ψ″(х) + k2⋅ψ(х) = 0 .                                      (4.9) 

        Ці рівняння можливо проінтегрувати.   Рішення першого з рівнянь задовольняє 

функція ϕ(τ) = С1⋅е-аk τ2

. Друге рівняння вирішується з використанням виразу: 

                                          ψ(х) = С2⋅sin(k⋅x) + C3⋅cos(k⋅x) . 

 Підставимо обидва останні вирази у рівняння (4.5) і отримаємо: 

                                    ϑ = [С2⋅sin(k⋅x) + C3⋅cos(k⋅x)] ⋅С1⋅е-аk τ2

.                                       (4.10) 

 Отримане рівняння має безкінечну кількість рішень. Для нашої задачі задаємо 

конкретні граничні умови ( при х = 0    (
x∂

∂ϑ )х=0 = 0 ) і знаходимо, що:  

                           (
x∂

∂ϑ )х=0 =  [С2⋅cos(k⋅x) − C3⋅sin(k⋅x)] ⋅k⋅С1⋅е-аk τ2

= 0 .                            (4.11)  

         Звідси  С2⋅cos(0)= C3⋅sin(0); С2 = 0.  Позначимо добуток С1⋅ С3 = А і отримаємо: 

                                                      ϑ = А⋅е-аk τ2

.                                                                 (4.12) 

         Якщо граничні умови записати у вигляді 
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=⋅ x ,  матимемо наступний вираз: 

                                −sin(k⋅δ)⋅А⋅е-аk τ2

= − 
λ
α ⋅cos(k⋅δ)⋅А⋅е-аk τ2

.                                         (4.13) 

  

 Після простих перетворень отримаємо наступне тригонометричне рівняння: 

                                   

                                   сtg(k⋅δ) = (k⋅δ)/(
λ

δα ⋅ ) ;    сtg(µ) = µ /Bi .                                       (4.14)                           
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 Тригонометричне рівняння (4.14) має безкінечну кількість рішень. Простим є 

графічне рішення, результати якого наведені на рис. 4.3 ( при умові: у1 =  сtg(µ); у2 =  µ 

/Bi).   

 

                                        

                            Рисунок 4.3 – Графічне рішення рівняння (4.14)                                    

 

  

  

 В таблиці 4.1 наведено результати розрахунків перших чотирьох коренів рівняння 

(4.14) для різних значень числа Ві (в діапазоні зміни Ві від 0 до ∞). 

Ві µ1 µ2 µ3 µ4 Ві µ1 µ2 µ3 µ4 
∞ 1,57 4,71 7,854 10,995 0,84 0,80 3,385 6,41 9,51 
11,43 1,445 4,35 7,2865 10,264 0,70 0,75 3,35 6,39 9,50 
5,67 1,34 4,09 6,97 9,94 0,577 0,6934 3,3141 6,3735 9,485 
3,73 1,248 3,90 6,786 9,79 0,466 0,62 3,28 6, 3564 9,474 
2,75 1,1686 3,7712 6,6737 9,7008 0,364 0,5885 3,253 6,3405 9,4633 
2,145 1,098 3,6704 6,5975 9,6436 0,268 0,4956 3,2245 6,3255 9,4532 
1,73 1,033 3,591 6,542 9,6033 0,1763 0,4079 3,1968 6,3111 9,4435 
1,42815 0,9728 3,5264 6,4995 9,5729 0,0875 0,2915 3,1692 6,297 9,4341 
1,19175 0,9157 3,4722 6,4655 9,549 0,000 0,000 3,1416 6,2832 9,4248 
1,00 0,86 3,4256 6,4373 9,5294      
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 Загальне рішення рівняння (4.14) можливо представити у вигляді: 

 

                                              ϑ = ∑
∞

=1n

Аn⋅cos(µn⋅ δ
x )⋅e−

2
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δ
τµ a

n ⋅   .                                                                   (4.15)     

         

       Якщо врахувати початкові умови, то:                                        

 

                                               ϑ0 = ∑
∞

=1n

Аn⋅cos(µn⋅ δ
x ) .                                                        (4.16) 

 

 Після ряду математичних перетворень отримаємо рівняння для температурного 

поля при охолодженні безкінечної пластини: 

 

                       ϑ = ∑
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[ϑ0⋅2⋅sinµn /(µn+sinµn⋅cosµn)]⋅cos(µn⋅ δ
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2
2
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 Фізична інтерпретація рівняння (4.17) наступна:  воно дозволяє визначити 

температуру будь-якої точки пластини у будь-який час τ. 
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Лекція 10.  Тема 4.   Числа подібності Біо і Фур’є. Безрозмірні координати фізичних   

         тіл і безрозмірна температура. Номограми ΘΘΘΘ = f (Fo) для рішення прикладних   

         задач. Охолодження (нагрівання) циліндра. Методика рішення задач для не-  

         стаціонарних теплових режимів  

 

 Числа подібності Біо і Фур’є. Безрозмірні координати фізичних тіл 

         і безрозмірна температура.  

 

 Більш зручним для практичного застосування рівняння (4.17) є його вираз у 

безрозмірній формі. Поділимо ліву і праву частини рівняння на температуру ϑ0. Також 

застосуємо (для спрощень) наступні вирази і величини, що мають певні прийняті 

назви: 

 

 ϑ/ϑ0 = Θ − безрозмірна температура; 

   х/δ = Х − безрозмірна координата;                                                                       (4.18) 

  2δ
τa

 = Fo − число Фур’є;    
пластини

пластини

λ
δα ⋅  = Ві − число Біо. 

   

 З врахуванням прийнятих величин (4.18) рівняння (4.17) набуває наступного виду: 

 

                         ϑ = ∑
∞

=1n

[ϑ0⋅2⋅sinµn /(µn+sinµn⋅cosµn)]⋅cos(µn⋅Х)⋅e− Fon ⋅2µ  .                                  (4.19) 

 

 Численні розрахунки, виконані при рішенні рівняння (4.19), дозволили розробити  

номограми, якими зручно користуватись при розв’язанні ряду технічних задач, з 

достатньою для інженерної практики точністю. На рисунку 4.4 представлено одну з 
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таких номограм, яка дозволяє визначати температуру Θ на поверхні пластини в 

залежності від значень чисел Фур’є (Fo) та чисел Біо (Bi). 

 

Рисунок 4.4 – Залежність безрозмірної температури Θ на поверхні пластини від чисел  

                        подібності Fo та Bi 

 

       

 

      Аналогічну номограму розроблено для визначення температури у центрі пластини.  
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         Рисунок 4.5 – Залежність безрозмірної температури Θ у центрі пластини від чисел  

                                  подібності Fo та Bi 

 

 

 

 В інженерній практиці зустрічаються 3 види (типи) задач, умови яких розглянемо. 

1. Умова:  числа Біо – великі ( Bi →È ; практично – Bi > 100). Такі випадки 

спостерігаються, якщо коефіцієнти тепловіддачі αααα мають великі значення (наприклад, 

при рідинному або випаровувальному охолодженні пластини). Температури поверхні 

пластини у цих випадках – майже дорівнюють температурі охолоджуючої рідини. 

 Типове розподілення температур по товщині пластини показано на рис. 4.6,б.  
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     Рисунок 4.6 – Розподілення температури по товщині пластини в залежності від  

                              величини числа подібності Біо 

 

 

 

2. Наступна умова – дуже малі числа Ві ( Ві → 0; на практиці − Ві < 0,1). При цьому 

можуть бути такі випадки: 1) малі значення коефіцієнтів тепловіддачі αααα ; 2) великі 

значення коефіцієнта теплопровідності λλλλ матеріалу пластини; 3) малі товщини δδδδ 

пластини. 

Типове розподілення температури для даної умови представлено на рис. 4.6,в.    

 

3. Умова 3: число Ві знаходиться у діапазоні 0,1 < Ві < 100. У цьому випадку µn = f(Bi);  

µn  залежить від товщини пластини. Інтенсивність процесу охолодження (або 

нагрівання) пластини визначається як внутрішніми, так і зовнішними термічними 

опорами. 

Типове розподілення температури для даної умови представлено на рис. 4.6,а.    
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 Охолодження (нагрівання) циліндра    

 

         Постановка задачі при охолодженні (нагріванні) безкінечного циліндра − 

аналогічна випадку для попередньо розглянутої безкінечної пластини. Різниця – у 

формі тепловіддаючої поверхні, яка є не плоскою, а напівкруглою. Як і в попередній 

задачі, температура оточуючого циліндр середовища (рідини) tрід є постійною 

величиною. Температура всіх точок циліндра у початковий момент часу (τ = 0) також є 

постійною; t(r,0) = f(r), t – tрід = ϑ.  При цих умовах рівняння теплопровідності Фур’є 

має вигляд:  

                                           =
∂
∂

τ
ϑ

а⋅(
rrr ∂

∂⋅+
∂
∂ ϑϑ 1

2

2

).                                                         (4.20) 

 Граничні і початкові умови – аналогічні умовам для безкінечної пластини. 

         

 Для спрощення рішення задачі розділимо змінні: ϑ (r,τ )= ϕ (τ )⋅ψ (r).  

        Підставимо останній вираз у (4.20) і отримаємо диференціальні рівняння: 

                                                 ϕ′ (τ ) + а⋅k2⋅ϕ (τ ) = 0;                                                     (4.21) 

                                            ψ′′ (r)+
r

1 ⋅ψ′ (r)+k2⋅ψ (r) = 0.                                            (4.22) 

 Як і в попередній задачі (для пластини), рішення рівняння (4.21) має вигляд: 

                                                      ϕ (τ ) = С1⋅е-аk τ2

.                                                          (4.23)  

 Рівняння (4.22) називають рівнянням Бесселя. Загальний інтеграл рівняння: 

                                               ψ (r) = С2⋅J0(k⋅r)+C3⋅Y0(k⋅r),                                               (4.24) 

де С1 та С2  − сталі інтегрування, J0 та Y0 – функції Бесселя першого та другого роду, 

нульового порядку.  З фізичних уявлень про реальні процеси стала С3 = 0. Тоді: 

                                                      ψ (r) = С2⋅J0(k⋅r).                                                          (4.25) 

        Позначимо добуток k⋅r0 = µ .  Окреме рішення рівняння (4.20) має вигляд: 

                                                   ϑ (r,τ ) = C⋅e−
2

0

2

r

aτµ ⋅ ⋅J0(µ⋅
0r

r ).                                                             (4.26) 
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 Сталу µ  в останньому рівнянні можна визначити із граничних умов ( r = r 0 ). 

 В результаті отримаємо так зване характеристичне рівняння: 

                                                     
BiJ

J µ
µ
µ =

)(

)(

1

0  .                                                                    (4.27) 

 Функція J1(µ) називається функцією Бесселя першого роду, першого порядку. 

 Рівняння (4.27) є трансцендентним. Його рішення можливе графічним методом. 

 Позначимо: 
Ві

µ = у1; 
)(

)(

1

0

µ
µ

J

J
= у2 . Значення  у2 = 0  у тих точках, для яких J0(µ)=0. 

Функція J1(µ) у деяких точках розривається (перестає бути неперервною). У цих точках 

її значення досягають ± È. 

                                             

                                Рисунок 4.7 – Графічне рішення рівняння (4.27)                                     
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 Значення коренів характеристичного рівняння (4.27) отримуємо у точках перетину 

функції у2  з прямою у1 = µ /Ві. Рівняння (4.27) має безкінечну кількість рішень; його ко-

рені µµµµ1,µµµµ2...µµµµn є рядом зростаючих чисел (див. аналогічну таблицю 4.1).    

 Загальне рішення задачі (щодо визначення температури у точках циліндра) є 

сумою всіх частинних рішень (4.26) і має наступний вигляд:  

                                        ϑ = ⋅⋅⋅−⋅⋅⋅∑
∞=

=

)exp()(
2

0

2

0
0

1 r

a

r

r
JC nn

n

n
n

τµµ                                             (4.28) 

Сталу Сn можна знайти з початкових умов.  В початковий момент часу (τ = 0) 

температура циліндра (у всіх точках) дорівнює:  ϑ = ϑ0 = F(r), а рівняння (4.28) має 

вигляд: 

                                               ϑ = F (r) = ).(
0

0
1 r

r
JC n

n

n
n ⋅⋅∑

∞=

=

µ                                                  (4.29) 

 Вираз (4.29) є рядом Фур’є, отриманим розкладом функції F(r) по функціям 

Бесселя. Значення коренів транцендентного рівняння (4.27) наведено у таблиці (4.2). 

 

Ві µ1 µ2 µ3 µ4 Ві µ1 µ2 µ3 µ4 
0,0 0,000 3,8317 7,0156 10,1735 2,0 1,5994 4,291 7,2884 10,3658 
0,01 0,1412 3,8343 7,0170 10,1745 3,0 1,7887 4,4634 7,4103 10,4566 
0,02 0,1995 3,8369 7,0184 10,1754 4,0 1,9081 4,6018 7,5201 10,5423 
0,04 0,2814 3,8421 7,0213 10,1774 5,0 1,9898 4,7131 7,6177 10,6223 
0,06 0,3438 3,8473 7,0241 10,1794 6,0 2,049 4,8033 7,7039 10,6964 
0,08 0,396 3,8525 7,027 10,1813 7,0 2,0937 4,8772 7,7797 10,7646 
0,10 0,4417 3,8577 7,0298 10,1833 8,0 2,1286 4,9384 7,8464 10,8271 
0,15 0,5376 3,8706 7,0369 10,1882 9,0 2,1566 4,9897 7,9051 10,8842 
0,20 0,617 3,8835 7,044 10,1931 10,0 2,1795 5,0332 7,9569 10,9363 
0,30 0,7465 3,9091 7,0582 10,2029 15,0 2,2509 5,1773 8,1422 11,1367 
0,40 0,8516 3,9344 7,0723 10,2127 20,0 2,288 5,2568 8,2534 11,2677 
0,50 0,9408 3,9594 7,0864 10,2225 30,0 2,3261 5,341 8,3771 11,4221 
0,60 1,0184 3,9841 7,1004 10,2322 40,0 2,3455 5,3846 8,4432 11,5081 
0,70 1,0873 4,0085 7,1143 10,2419 50,0 2,3572 5,4112 8,484 11,5621 
0,80 1,149 4,0325 7,1282 10,2519 60,0 2,3651 5,4291 8,5116 11,599 
0,90 1,2048 4,0562 7,1421 10,2613 80,0 2,375 5,4516 8,5466 11,6461 
1,0 1,2558 4,0795 7,1558 10,271 100,0 2,3809 5,4692 8,5678 11,6747 
1,5 1,4569 4,1902 7,2233 10,3188 ∞ 2,4048 5,5201 8,6537 11,9309 
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  Рівняння температурного поля у циліндрі – наступне: 
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        Рівняння для безрозмірної температури у циліндрі: 
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        Для осі циліндра рівняння має наступний вигляд:  
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        Для поверхні циліндра: 
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 Для умов, при яких Ві → ∞ (на практиці: Ві > 100), корені характеристичного 

рівняння (4.27) не залежать від числа Ві, а визначаються з умови:  J0 (µ )= 0. Процес 

охолодження  у даному випадку залежить від геометричних розмірів циліндра та його 

фізичних характеристик. Рівняння (4.30) набуває наступного вигляду: 
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 Для умови  Ві → 0 (на практиці: Ві < 0,1) функції J0 (µ ) і J1 (µ ) швидко сходяться 

(при розкладі у ряд Фур’є). У такому випадку можна обмежитись першими членами ря-

ду, а µ2 = 2⋅Ві. Рівняння (4.30) набуває вигляду:    

                                             

                                           )exp()( 2
110 FoRJ ⋅−⋅⋅=Θ µµ .                                                        (4.35) 
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 На рисунку 4.8 наведено номограми, які дозволяють визначати температуру Θ у 

центрі та на поверхні циліндра в залежності від чисел Фур’є (Fo) та чисел Біо (Bi). 

                     

Рисунок 4.8 – Залежність безрозмірної температури Θ у центрі циліндра (верхній рису-           

              нок) та на поверхні циліндра (нижній рисунок) в залежності від чисел Fo та Bi 
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 Аналогічні номограми, які дозволяють визначати температуру Θ у центрі та на 

поверхні кулі в залежності від чисел Фур’є (Fo) та чисел Біо (Bi), наведено на рис. 4.9. 

 

                

 

Рисунок 4.9 – Залежність безрозмірної температури Θ у центрі кулі (верхній рисунок)    

                     та на поверхні циліндра (нижній рисунок) в залежності від чисел Fo та Bi 
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                Методика рішення задач для нестаціонарних теплових режимів  

 До числа практичних задач входить визначення кількості тепла, яке віддає (або 

отримує) пластина (з обох сторін) за проміжок часу від τ = 0 до τ = ∞.  Ця кількість  

дорівнює зміні внутрішньої енергії пластини за період її повного охолодження (або 

нагрівання), а саме: 

                                             Qпл = 2⋅δ⋅ρ⋅f⋅C⋅( t0 − tрід ).                                                      (4.36) 

 За певний проміжок часу (від τ = 0 до τ1 ) внутрішня енергія пластини змінюється 

на величину: 

                          Q = Qпл − Q1 = 2⋅δ⋅ρ⋅f⋅C⋅( t0 − tрід )⋅[1− (t1 − tрід)/(t0 − tрід)]                      (4.37) 

                                                       або Q = Qпл⋅(1−Θ1 ).                                                    (4.38)  

         Тут  Θ1 = (t1 − tрід)/(t0 − tрід) – середня безрозмірна температура по товщині 

пластини в момент часу τ = τ1.  

 Формула для розрахунку середньої безрозмірної температури Θ1 має наступний 

вигляд: 

                          Θ = ∑
∞

=1n

[2⋅sin2µn /(µn
2+µn⋅sinµn⋅cosµn)]⋅e− Fon ⋅2µ .                                  (4.39) 

  Для малих значень числа Ві ( Ві → 0; практично, Ві < 0,1) рівняння (4.39) 

спрощується до виду: 

                                                        Θ = exp ( − Bi⋅Fo).                                                     (4.40)  

 При великих значеннях числа Ві (на практиці: Ві > 100) рівняння (4.39) має вид: 

                               Θ = ∑
∞

=1n

[8  /(n
2⋅(2⋅n−1)2] ⋅exp[ −{(2⋅n−1)/2}⋅π2⋅Fo].                            (4.41)         

         

 Аналогічні методики застосовують для рішення практичних задач щодо фізичних 

тіл, які мають форми циліндра та кулі [2].   Зазначимо, що пластину та циліндр умовно 

можна вважати безкінечними при умові, що їх менший розмір (товщина чи діаметр) − 

на 1-2 порядки менші за довжину фізичного тіла. 
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Лекція 11.  Тема 5. Теплофізичні процеси при лазерній обробці матеріалів 

 

Лекція 12.  Тема 5. Теплофізичні процеси при лазерній обробці матеріалів 

 

Лекція 13.  Тема 5. Теплові хвилі 
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Лекція 14.  Тема 6.  Основи конвективного теплообміну 

Закон Ньютона-Ріхмана. Коефіцієнти тепловіддачі. Вільна і вимушена конвекція. 

Ламінарний і турбулентний режими руху газів і рідин. Диференціальні рівняння 

конвективного теплообміну   

 

 Основи конвективного теплообміну 

 

 Конвективний теплообмін є одним з видів переносу енергії. У всіх курсах 

теплообміну він розглядається як окрема частина. Перенесення енергії (передача 

енергії, яка має форму теплоти) у даному випадку здійснюється одночасно конвекцією 

і теплопровідністю (і, частково, − випромінюванням). Раніше вже було зазначено, що 

такий теплообмін відбувається при взаємодії, як правило, твердих тіл (стінок) з 

рідинами або газами. Процес теплообміну мав назву конвективної тепловіддачі (або 

просто тепловіддачі). Попередньо ми частково розглядали деякі важливі параметри 

конвективного теплообміну, зокрема – коефіцієнти  тепловіддачі αααα, які характеризують 

інтенсивність конвективного теплообміну. 

 Поняття «конвекція» („convectio”− привнесення) розглядається як перенос 

теплоти всередині певної зони (області, домену), заповненої рідким, газоподібним або 

сипучим середовищем. Важливим чинником є те, що теплота в конвективних процесах 

(основна її частина) переноситься за рахунок переміщення відносно великих частинок 

речовини (макрооб’ємів), з якої складається середовище.    

 Процеси конвективного теплообміну завжди супроводжуються процесами 

теплопровідності і випромінювання (проте вклад двох останніх процесів, як правило, є 

меншим у порівнянні із вкладом власне конвекції).    

  У більшості інженерних задач визначають: інтенсивність конвективної 

тепловіддачі αααα, густини теплових потоків q, температурні напори ∆t (на межі „стінка − 

рідина (газ), чи навпаки).  Конвективний теплообмін всередині рідкого (газоподібного) 
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середовища є задачею другорядною; він, у кінцевому результаті, впливає на 

інтенсивність тепловіддачі між твердою стінкою та нетвердим середовищем. 

 Основним законом конвективної тепловіддачі є емпіричний закон Ньютона-Ріх-

мана (який попередньо був представлений при знайомстві з методикою рішення 

диференціального рівняння теплопровідності з граничними умовами 3го роду): 

 

                                      Q = α⋅(tстінки – tрідини (газу))⋅Fстінки = α⋅∆t⋅Fстінки.                               (6.1) 

 

 Тут Q – конвективний тепловий потік [Вт]; α − коефіцієнт тепловіддачі [Вт/(м2⋅К)] 

(у деяких джерелах його називають  коефіцієнтом теплообміну, що – не зовсім вірно); 

tстінки – температура твердої поверхні фізичного тіла (стінки) [0С]; tрідини(газу) – температу- 

ра рідкого або газоподібного середовища [0С]; Fстінки – площа поверхні конвективного 

теплообміну (площа стінки). Варто зазначити, що температура стінки може бути як 

більшою, так і меншою за температуру рідини (газу). У другому випадку вираз у 

скобках записують у виді (tрідини(газу) − tстінки), а напрям теплового потоку (вектор густини 

q) – змінюється на протилежний. 

  З виразу (6.1) легко отримати тотожність: 

 

                                                 α = Q / (∆t⋅Fстінки) = q / ∆t.                                                  (6.2)

   

   Тотожність (6.2) необхідно розглядати як безпосереднє визначення коефіцієнта 

тепловіддачі.  Фізична інтерпретація коефіцієнта αααα (яка є очевидною при аналізі його 

розмірності) наступна: це поверхнева густина теплового потоку (q), віднесена до різни-

ці температур (температурного напору ∆∆∆∆t) між відносно твердою теплообмінною 

поверхнею (стінкою) та рідиною (або газом). 

         Коефіцієнт тепловіддачі αααα  у теорїї конвективного теплообміну має певні 

особливості. Він не є фізичною (табличною) характеристикою (як, наприклад, 
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коефіцієнт теплопровідності λλλλ або коефіцієнт температуропровідності а) і не є 

параметром стану конвективного теплообміну. Це – коефіцієнт пропорціональності 

між незалежними, взагалі, параметрами: тепловим потоком Q та температурним 

напором ∆t.  Величина коефіцієнтів тепловіддачі є мірою інтенсивності конвективного 

теплообміну на межі розділу «тверда поверхня – рідке (або газоподібне) середовище». 

У загальних випадках значення цього коефіцієнта залежать від багатьох чинників, але, 

в першу чергу, − від шви-дкості потоку рідини (газу); величина αααα тим більша, чим 

вища швидкість однофазного потоку. 

Визначення значень коефіцієнтів тепловіддачі αααα часто є основною метою при 

вирішенні конкретних інженерних задач конвективного теплообміну. На практиці 

найважчим є точне визначення превалюючих впливів на коефіцієнти αααα різних фізичних 

та технічних чинників (факторів). 

Фізико-хімічні властивості рідини (газу) істотно впливають на інтенсивність 

конвективного теплообміну. До фізичних властивостей (параметрів і характеристик) 

середовищ належать: 1) коефіцієнт теплопровідності рідини (газу) λλλλ; 2) питома 

теплоємність С; 3) густина ρρρρ; 4) коефіцієнт температуропровідності а; 5) коефіцієнти 

в’язкості рідини (газу): динамічний коефіцієнт в’язкості µµµµ та її кінематичний 

коефіцієнт νννν. 

 

 Вільна і вимушена конвекція газів та рідин  

 

 Крім швидкості потоку, істотно на конвективний теплообмін впливає характер 

(тип) руху рідини (газу). Розрізняють вільний та вимушений рух рідин і газів. Якщо у 

загальному балансі сил, що діють на рідину (газ), істотно переважають підйомні сили 

(сили, виникаючі згідно із законом Архімеда), рух вважають вільним. Якщо суттєво 

переважають сили інерції (згідно із законом Ньютона) та сили тертя, рух вважають 

вимушеним. 
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 Підйомні сили залежать від різниці густин рідин (газів) у різних місцях об’єму 

потоку (на що, у свою чергу, впливає місцева температура локальних об’ємів). 

Джерела сил інерції можуть бути різними: це − вітер, вентилятори, насоси, 

компресори, тощо. Часто вільний рух рідин (газів) у технічній літературі називають 

вільною конвекцією, вимушений рух – вимушеною конвекцією. При приблизній 

рівності вищезазначених сил рух потоку називають змішаним.      

          Виникнення та інтенсивність вільного руху рідини (газу) залежать від теплових 

умов конвективного теплообміну; останні ж залежать від фізико-хімічних властивостей 

рідини (типу рідини, газу), від різниці температур у різних місцях об’єму рідини (газу), 

від величини об’єму рідини (газу). Також інтенсивність вільного руху залежить від рів-

ня гравітаційних сил (сил земного тяжіння). 

Вимушена конвекція завжди супроводжується конвекцією вільною (остання при 

вимушеній конвекції нікуди не зникає); вклад вільної конвекції у теплообмін у цьому 

випадку є відносно незначним. 

Схеми руху рідини (газу) в умовах вільної і вимушеної конвекції та обтікання 

поверхні твердого фізичного тіла представлена на рисунках 6.1- 6.2. 

                                            

 

        Рисунок 6.1 – Схема  руху рідини (газу) в умовах вільної конвекції      
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             Рисунок 6.2 – Схема  руху рідини (газу) в умовах вимушеної конвекції  

                                     та обтікання поверхні твердого фізичного тіла       

 

 

Внаслідок того, що швидкості руху рідин і газів в умовах вільної та вимушеної ко-

нвекції суттєво різняться, формули для розрахунків інтенсивності теплообміну для 

даних режимів – також відрізняються [1,211-14]. При рішенні таких задач, в першу 

чергу, визначають тип руху потоків (рух – вільний, вимушений чи змішаний). 

 

Ламінарний і турбулентний режими руху газів і рідин 

 

У потоках рідин і газів (далі застосуватиметься тільки термін „рідини”), в 

залежності від швидкості та внутрішньої структури потоків, утворюються три режими 

руху елементарних частинок рідини (мікрооб’ємів або мікроструменів): 1) 

ламінарний режим («lamina» − шар); 2) турбулентний («turbo» − вихор); 3) – 

перехідний. 
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У ламінарному режимі потоку частинки рідини рухаються паралельно, у вигляді 

паралельних шарів; шари рідини не перемішуються вздовж напряму руху. При цьому 

всі вектори швидкості елементарних об’ємів рідини направлені в сторону напрямку 

руху. При змішаному режимі ряд векторів періодично змінює свій напрямок 

(повертаючись потім, здебільшого, до постійного напрямку потоку). При 

турбулентному режимі руху відбувається безперервне перемішування всіх шарів 

рідини. При цьому ряд векторів (із загального «букету» векторів) постійно має 

напрямки, які не співпада-ють з постійним напрямком потоку.  

 

                               
 

                     а – ламінарний рух рідини;  б – турбулентний  рух рідини 

 

Рисунок 6.4 – Схема руху рідини та розподілення температури рідини (газу) в умовах   

                         вимушеної конвекції та обтікання поверхні твердого фізичного тіла       

 

У всіх вищезазначених умовах руху рідин та газів відбувається взаємодія їх 

потоків із твердими поверхнями (стінками). Фізичні тверді тіла мають поверхні 

простих (правильних) форм і складних (неправильних) форм. Останні (з певним 

наближенням) можуть бути зведеними до елементарних простих форм.  
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         Перехід (закінчення) ламінарного режиму руху потоку рідини у наступний режим 

(спочатку – в перехідний, потім – у турбулентний) залежить, в основному, від трьох  

чинників: 1) швидкості потоку; 2) в’язкості рідини (газу); 3) визначального розміру 

поверхні, по якій рухається потік. Момент переходу у гідродинаміці (і, відповідно, у 

теплофізиці) визначають за допомогою значень критичного числа Рейнольдса (числа 

подібності; детально воно розглядається нижче, у розділі „Основи теорії подібності”): 

  

                                                 Reкр = W⋅d (або L) / ν,                                                         (6.2) 

 

де Re – число Рейнольдса; W – швидкість потоку рідини (газу) [м/с]; d, L – визначальні 

розміри поверхні (діаметр, довжина), вздовж якої рухається потік [м]; ν - 

кінематичний коефіцієнт в’язкості рідини (газу) [м2/с].   

 

 На відміну від ламінарного потоку (див. рисунок 6.5) перенесення теплоти в 

турбулентному режимі руху здійснюється шляхом і теплопровідності, і конвекції 

Останній шлях теплопереносу пояснюється хаотичним рухом макрооб’ємів при 

турбулентних пульсаціях рідини (газу) у всіх напрямах (крім ламінарного прошарку, в 

якому пульсації відсутні). За межами відносно тонкого ламінарного прошарку 

інтенсивно діє конвективний механізм передачі теплоти, забезпечуючи істотно вищу 

інтенсивність теплообміну, в порівнянні зі суто ламінарним режимом. 

 У перехідному режимі теплообмін залежить від випадкового впливу на потік 

різних чинників. Значення коефіцієнтів тепловіддачі можуть істотно відрізнятися від 

середньої величини αααα. Тому при розробці і конструюванні теплообмінного обладнання 

конструктори уникають умов потрапляння потоків в область перехідних режимів. 

  Таким чином, режим руху рідини суттєво впливає на інтенсивність 

конвективного теплообміну. Проте необхідно пам’ятати, що зі збільшенням швидкості 

потоку W швидко зростають гідравлічні опори ∆∆∆∆P теплообмінних систем  (∆∆∆∆P ∼∼∼∼ 

ρρρρ⋅⋅⋅⋅W2/2g). Тому доцільно (при проектуванні) вибирати швидкості руху рідин в трубах та 



 99 

каналах таким чином, щоб числа Рейнольдса знаходились на початку інтервалу, який 

визначає турбулентний режим. Зокрема, в довідниках з гідравлічних опорів 

трубопроводів рекомендовані значення швидкості води у трубах не повинні 

перевищувати 2-3 м/с.  

                                                      

 

Рисунок 6.5 – Схема зміни температури рідини Тр по товщині приграничного тепло- 

                         вого шару δδδδ та розподілення температури рідини по координаті Х в умо- 

                         вах конвективного руху при обтіканні поверхні твердого фізичного тіла       

 

 

Товщина ламінарного шару у ламінарному режимі залежить від числа 

Рейнольдса (δδδδгпш ∼∼∼∼ 1/ Re) та від фізико-хімічних властивостей рідини (газу); реально 

ця товщина дорівнює приблизно 1 %  від визначального розміру. 

У турбулентному режимі руху рідини гідродинамічний приграничний шар має 

дві типові дільниці: 1 – на початковій дільниці руху потоку (початок поверхні тіла; див. 

рисунок 6.6) він складається тільки з ламінарного приграничного шару; 2 – на основній 
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дільниці поверхні приграничний шар поділяється на два шари: перший підшар (що зна-

ходиться поблизу поверхні) є ламінарним підшаром; другий прошарок (що 

знаходиться між ламінарним прошарком та основним шаром рухливої рідини) 

називають турбулентним приграничним шаром.  

                               

 

Рисунок 6.6 – Схема зміни товщини приграничного шару рідини (а) та коефіцієнтів  

                        тепловіддачі (б) по довжині фізичного тіла: на довжині (0–Хкр1) – 

одинарний ламінарний приграничний шар; на довжині (Хкр2 –∞) – подвійний 

приграничний шар з ламінарним підшаром та турбулентним приграничним шаром при 

обтіканні поверхні твердого фізичного тіла       
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Зазначені шари також мають назву „загальмованих”; на молекулярному рівні, то-

бто, у тих місцях, в яких молекули рідини торкаються молекул твердої поверхні, швид-

кість потоку рідини вважають нульовою. Вважають, що у гідродинамічному приграни-

чному шарі швидкість потоку стрибкоподібно (але плавно) змінюється від нуля до се-

реднього її значення (по перерізу потоку).  

                                  

 

                а – ламінарний режим руху; б – турбулентний режим руху 

 

  Рисунок 6.7 – Розподілення швидкості потоку по діаметру труби в залежності від  

                          режиму руху рідини 

                        

 

 

  

 

 

На відміну від ламінарного потоку (де превалюють процеси теплопровідності) 

перенесення теплоти в турбулентному режимі руху здійснюється шляхом і 
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теплопровідності, і конвекції. Останній шлях теплопереносу пояснюється хаотичним 

рухом макрооб’ємів при турбулентних пульсаціях рідини (газу) у всіх напрямах (крім 

ламінарного прошарку, в якому пульсації відсутні). За межами відносно тонкого 

ламінарного прошарку інтенсивно діє конвективний механізм передачі теплоти, 

забезпечуючи істотно вищу інтенсивність теплообміну, в порівнянні з суто ламінарним 

режимом. 

 В літературі існують емпіричні формули для розрахунків коефіцієнтів 

тепловіддачі, відповідно для ламінарного та турбулентного режимів руху рідин і газів. 

Визначення типу режиму руху рідини (газу) у конкретній інженерній задачі 

починається з розрахунків значення числа Рейнольдса (або Грасгофа); потім інженер 

застосовує обрану відповідну формулу, обов’язково враховуючи види руху рідини (чи 

газу): вільний або вимушений рух. Зазначимо, що формули для розрахунків параметрів 

теплообміну в перехідному режимі руху в літературі відсутні; при необхідності 

використовують мето-ди інтерполяції, беручи відповідні формули для ламінарного і 

турбулентного режимів (та підставляючи у них критичні числа Рейнольдса). В 

літературі (довідниках) існує ряд розрахункових формул, враховуючих специфічні 

особливості інженерних задач, зокрема, − форм теплообмінних поверхонь.  

 У теплофізиці (аналогічно гідродинаміці) існує також поняття теплового 

приграничного шару (який розглядається в умовах, аналогічних вищезазначеним).   

 Для елементарної ділянки поверхні dF її температура має постійне значення (tст = 

const); при цьому вектор напряму густини теплового потоку направлений 

перпендикулярно до поверхні, отже він не співпадає з напрямом вектора швидкості. 

Тому тепловіддача при ламінарному рухові рідини здійснюється шляхом 

теплопровідності через приграничний шар. Вираз для густини теплового потоку, що 

передається від стінки до рідини шляхом теплопровідності, має наступний вигляд: 

                                                         

                                                         qтп = − λ⋅(
n

t

∂
∂ ).                                                              (6.3) 
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Диференціальні рівняння конвективного теплообміну   

 

Процес конвективного теплообміну характеризується сукупністю теплових та 

гідромеханічних явищ. У математичному виді його можна описати системою 

диференціальних рівнянь. 

Розглянемо рівняння для процесу конвективного теплообміну у найпростішому 

випадку: 1) рухається однорідна рідина, яку неможливо стиснути; 2) внутрішні 

джерела тепла у рідині – відсутні. Система складається з 3х диференціальних рівнянь, 

які ма-ють наступні назви: 1) рівняння енергії рідини; 2) рівняння руху рідини; 3) 

рівняння су-цільності (нерозривності) рідини. 

                                       

                               Диференціальне рівняння енергії рідини 

 

Перша основна задача – наступна: необхідно знайти температурне поле рідини у 

вигляді залежності t = f ( x,y,z,ττττ ).  

Рівняння має встановлювати  зв’язок між змінами температури з часом і у 

просторі для елементарного об’єму рідини dV = dx⋅⋅⋅⋅dy⋅⋅⋅⋅dz (див. рисунок 6.8) у 

диференціальній формі.  Таким зв’язком є диференціальне рівняння енергії рідини. Це 

рівняння витікає із закону збереження енергії щодо елементарного об’єму рідини dV, 

який довільно може бути взятий із потоку. Рівняння є аналогом диференціального 

рівняння теплопровідності Фур’є, яке розглянуте раніше. Різниця полягає лише в тому, 

що у даному випадку теплота передається не тільки теплопровідністю, а і конвекцією 

(тобто, на процес теплообміну впливає і рух рідини (газу).    

 

Розглянемо схему процесу теплопровідності у елементарному об’ємі рідини, 

представлену на рисунку 6.8. 
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         Рисунок 6.8 – Схема процесу теплопровідності в елементарному об’ємі рідини  

                                  (до виведення диференціального рівняння енергії рідини) 

 

          

 По осі Х кількість тепла, що поступає в елементарний об’єм рідини через ліву 

грань dy⋅dz за елементарний проміжок часу dττττ , дорівнює: 

                                                                                                           

                                                          τdydzdqdQ xx =  .                                                          (6.4) 

Кількість тепла, яке виходить через праву грань елементарного об’єму за час dττττ , 

дорівнює:                                ττ dydzddx
x

q
qdydzdqdQ x

xdxxdxx 








∂
∂+== ++ .                                        (6.5) 

 Різниця між кількістю тепла, що входить і виходить з елементарного об’єму 

рідини (накопичене об’ємом тепло), дорівнює: 

                                                           τdxdydzd
x

q
dQdQ x

dxxx ∂
∂−=− + .                                                      (6.6) 

   Ентальпію (тепловміст) потоку рідини визначають за формулою: 
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                                                     ( )xtiq xx ∂∂−= λρω .                                                                     (6.7) 

           З виразу (6.7) можна визначити кількість теплоти, яка накопичується в 

елементарному об’ємі по осі Х:                     
2

2

x

t

x
i

x

i

x

q x
x

x

∂
∂−

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂ λωρρω .           

(6.8) 

Здійснивши аналогічні операції по всім координатам (X,Y,Z), знайдемо загальну  

кількість тепла, накопиченого елементарним об’ємом:  

                                               τdxdydzd
z

q

y

q

x

q
dQ zyx










∂
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∂
∂

+
∂
∂−= .                                            (6.9) 

 Враховуючи залежність (6.8), отримуємо вираз: 
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 .                 (6.10) 

 З врахуванням закону збереження маси (див. вирази для диференціального рівня-

ння нерозривності (суцільності) потоку рідини (6.30) вираз (6.10) можна спростити. 

Тоді отримаємо: 

                                 τωωωρλ dVd
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 .                    (6.11)   

 Для подальшого (коректного) спрощення будемо вважати, що даний 

теплообмінний процес відбувається при постійному тискові (що, взагалі, є 

справедливим як для теплообмінних апаратів, так і для багатьох процесів 

теплопередачі). У такому випадку накопичене елементарним об’ємом тепло йде на 

зміну ентальпії фізичного тіла (елементарного об’єму). Тоді для елементарного об’єму 

рідини зміна його ентальпії за час dττττ дорівнює:                                   

                                                        τ
τ

ρ d
i

dVdQ
∂
∂=  .                                                          (6.12) 

 Тут dVρ  є масою елементарного об’єму. 

 Прирівняємо праві частини рівнянь (6.11) і (6.12). При цьому врахуємо, що  di = 

Cp⋅⋅⋅⋅dt ( i − ентальпія, Ср – теплоємність). Отримаємо вираз: 
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                    τωωωρλτ
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.                  (6.13) 

Враховуючи, що λλλλ⋅⋅⋅⋅Ср /ρρρρ = a, поділимо обидві частини рівняння (6.13) на  ρρρρ⋅⋅⋅⋅Ср⋅⋅⋅⋅dV⋅⋅⋅⋅dττττ: 
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 Останній член виразу (6.14) демонструє проекції швидкості потоку рідини. 

Перенесемо його у ліву частину рівняння. Кінцевий вигляд диференціального рівняння 

енергії має наступний вигляд:                        
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 Вираз для лівої частини диференціального рівняння енергії потоку є 

субстанціональною похідною температури при зміні часу. Цю похідну позначають Dt 

/dττττ . Стандартний її запис є наступним: 

                                                      
z

t

y

t

x

tt

d

Dt
zyx ∂

∂+
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∂+

∂
∂+

∂
∂= ωωω
ττ

 .                                     (6.16) 

 Субстанціональні похідні використовують в описах рухливих середовищ (субста-

нцій). Вони складаються з 2х частин: локальної складової dt/dττττ  та конвективної складо-

вої 
z

t

y

t

x

t
zyx ∂

∂+
∂
∂+

∂
∂ ωωω . 

Локальна складова зумовлена нестаціонарністю температурного поля (його 

зміною з часом): вона характеризує зміну температури за одиницю часу у точці 

(елементарного об’єму), що має координати x,y,z .  Конвективна складова характеризує 

зміну температури в елементарному об’ємі dV, який при переміщенні у просторі 

потрапляє в зони, що мають інші температури. Ясно, що конвективна складова 

температури залежить від швидкості потоку. При стаціонарному конвективному 

переносі тепла похідна  dt/dττττ  = 0. При умові, що швидкість потоку W = 0, конвективна 

складова також дорівнює нулю. У цьому випадку диференціальне рівняння енергії 
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перетворюється у диференціальне рівняння теплопровідності у твердому тілі ( ДР 

Фур’є ).  

 Скорочений запис диференціального рівняння енергії (із застосуванням 

субстанціональної похідної) має наступний вигляд:  

       ta
d

Dt 2∇=
τ

.                                           (6.17) 

 В рівняння енергії (6.16) входять складові швидкості W.  Це означає, що 

температурне поле потоку t = f (x,y,z,ττττ ) не може бути визначеним шляхом інтегрування 

лише одного рівняння енергії (як це можливе у випадку для теплопровідності твердого 

тіла). Для потоку температурне поле можливо знайти тільки після того, коли буде 

знайдене поле швидкостей (епюра швидкостей у потоці). Також рішення можливе, 

якщо швидкість потоку прямо (безпосередньо) залежить від його температури. 

 

                                         Диференціальне рівняння руху рідини       

  

Рівнянням яке дозволяє знайти поле швидкостей у потоці {w = f (x,y,z)} є 

рівняння руху рідини. Це рівняння витікає із застосування другого закону Ньютона до 

елементарного об’єму рідини dW: сума сил що діє на фізичне тіло дорівнює добутку 

маси тіла на прискорення (інакше – дорівнює силі інерції). Для об’єму dW:  

                                                           ∑
=

=
n

i
i d

D
dVP

1 τ
ωρ .                                                        (6.18) 

 де ∑
=

n

i
iP

1

- сума сил діючих на тіло; DW /dττττ - субстанціональна похідна швидкості 

за часом (тобто прискорення). 

 Спрощене виведення рівняння руху рідини краще здійснювати на прикладі її 

ламінарного руху поблизу плоскої стінки. Такий потік має лише одну складову 

швидкості wx  яка змінюється тільки в одному напрямку – по осі у.  На елементарний 

об’єм dW при вимушеному русі рідини діють три основних сили: 

1) сила гравітації:  dVPтяж ρxg= ;                                                                                (6.19) 
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2) сила тиску оточуючого об’єм середовища:  dxdydz
dx

dp
Pдав = ;                              (6.20) 

3) сила внутрішнього тертя (яка зумовлена в’язкістю реальних рідин): 

                                                   dxdydz
dy

d
P x

тр 2

2ωµ= .                                                          (6.21) 

                         

 

Рисунок 6.9 – Схема дії сил при виведенні диференціального рівняння руху рідини 

 

В результаті спрощене рівняння руху матиме вигляд: 

                                                
2

2

dy

d

dx

dp
g

d

D x
x

x ωµρ
τ
ωρ +−= .                                                   (6.22) 

 З врахуванням змін швидкості та її складових по всім трьом координатним осям 

рівняння руху рідини (6.22) може бути записане у наступній векторній формі: 

                                                ωµρ
τ
ωρ 2∇+−= gradpg

d

D   .                                                (6.23) 

  У розгорненому вигляді (з проекціями на координатні осі) вид рівняння: 
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Рівняння (6.24) називають диференціальними рівняннями Нав’є-Стокса для 

в’язкої нестисливої рідини. Сили у цих рівняннях − це сили, що діють на елементарний 

об’єм рідини. Рушійними є сили тиску та гравітації. У відповідності з рівнянням руху 

рушійні сили зрівноважуються силами інерції 
τ
ωρ

d

D x  та силами тертя  ωµ 2∇  . 

В умовах вільної конвекції необхідно враховувати залежність густини потоку 

середовища від температури. Тоді останнє рівняння матиме вигляд: 

                          ( ) ωµβρρ
τ
ωβρ 21 ∇+−∆−=∆− gradptgg

d

D
t жжж .                          (6.25) 

В останньому рівнянні член gжρ  враховує силу тяжіння при фіксованій густині 

рідини;  член tgж ∆βρ  − піднімальну силу Архімеда. У більшості інженерних задач при  

вільній конвекції враховують тільки піднімальну силу. 

У задачах конвективного теплообміну фігурують три зв’язаних параметри: 

температура потоку t, швидкість потоку W та тиск P.  Це означає, що, крім рівнянь 

енергії і руху, необхідне ще третє рівняння. Таким рівнянням є диференціальне 

рівняння суцільності (нерозривності) потоку рідини.   

 

    Диференціальне рівняння суцільності ( нерозривності ) потоку рідини 

 

   Рівняння  суцільності ( нерозривності ) є математичним записом закону 

збереження маси. Доцільно навести його спрощене виведення. 

Розглянемо елементарний об’єм рідини (див. рисунок 6.10). Маса рідини, що 

надходить до елементарного об’єму через ліву грань (з площею dy⋅⋅⋅⋅dz) за час dττττ, 

дорівнює: 

                                               τρω dydzddM xx = .                                                         (6.26) 

Маса рідини, що витікає з елементарного об’єму через праву грань, дорівнює: 

                                               τωωρ dydzddx
x

dM x
xdxx 









∂
∂+=+ .                                             (6.27) 
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Різниця між цими кількостями рідини дорівнює: 

                                                 τωρ dxdydzd
x

dMdM x
xdxx ∂

∂=−+ .                                           (6.28) 

                                          

  Рисунок 6.9 – Схема дії сил при виведенні диференціального рівняння суцільності  

                          рідини 

 

Аналогічні вирази легко отримати для осей y та z. Враховуючи, що різниці мас по 

всім координатам мають бути однаковими, та підсумовуючи, отримаємо вираз:    
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 Скоротимо вираз на τρdVd  і остаточно отримаємо:   

                                                        0=
∂

∂+
∂

∂
+

∂
∂

zyx
zyx ωωω .                                                    (6.30) 

 Рівняння (6.30) називають диференціальним рівнянням суцільності 

(нерозривності ) потоку рідини. 

          Таким чином, три зазначені рівняння складають систему диференціальних 

рівнянь, які математично описують процес конвективного теплообміну для 

нестисливої рідини. Якщо шуканою величиною є коефіцієнт тепловіддачі αααα, то така 

система повин- на бути доповнена диференціальним рівнянням тепловіддачі (6.2).    
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Лекція 15.  Тема 6.  Основи теорії подібності. Рівняння подібності для розрахунків 

інтенсивності конвективного теплообміну на плоских та циліндричних поверхнях. 

Теплообмін при фазових перетвореннях 

 

                                       Основи теорії подібності 

Математичний опис процесів конвективного теплообміну є складним. Аналітичне 

рішення вищенаведених диференціальних рівнянь (6.2, 6.17, 6.25, 6.30), навіть із 

застосуванням коректних умов однозначності (що також є складною задачею), − також 

надзвичайно складне. Часто аналітичні рішення  ДР можливі лише при застосуванні 

додат-кових спрощень умов реальних задач, що істотно знижує практичну цінність 

отримуваних розв’язків. Проте для практичних інженерних потреб і відповідних задач 

конвективного теплообміну такі рішення є необхідними; часто вони отримуються 

важкими експериментальними методами і відповідними дослідженнями. Отримані в 

процесі експериментальних досліджень окремих проблем конвективного теплообміну 

результати узагальнюють у вигляді емпіричних формул, графічних залежностей, 

номограм, тощо. 

Виникає логічне практичне питання: чи можливе поширення отриманих 

експериментальних даних та їх узагальнень на аналогічні конкретні умови 

конвективного теплообіну. Проста відповідь на це важливе питання – неможлива. 

Адже основним недолі-ком експериментальних досліджень, які вирішують тільки одну 

або декілька окремих задач, є проблеми (крім узагальнення результатів окремих 

дослідів) поширення цих узагальнень на ряд груп аналогічних досліджуваних явищ.  

Вихід було знайдено видатними вченими та інженерами. Він полягає в об’єднанні 

математичних методів з експериментальними і у створенні теорії подібності. 

Методи теорії подібності дають можливості отримати з вихідних 

диференціальних рівнянь та умов однозначності (крайових умов) ряд узагальнюючих 

висновків. Виникає теоретична основа (база) для коректної постановки дослідів 

(досліджень) та обробки (узагальнення) результатів експериментів. 
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Поняття подібності вперше було застосоване в геометрії. Для аналогічних точок і 

відрізків двох подібних геометричних фігур відношення їх координат (Х,У,Z), довжин 

відрізків (L) є величиною постійною (константою). Вводять поняття безрозмірних 

параметрів (часток, процентів), масштабів, масштабних перетворень. Вихідні формули 

для розрахунків кінцевих значень наводять у безрозмірному вигляді. Результат розра-

хунків, обчислений після математичних операцій над безрозмірними комплексами і от-

риманий у безрозмірному простому виразі, потім „розвертають” і отримують 

конкретне значення шуканої величини.  

Поняття подібності у фізиці поширюється на будь-яке фізичне явище. Фізичні 

явища вважають подібними у наступних випадках: 1) якщо вони належать до одного 

класу; 2) якщо вони відбуваються у геометрично подібних умовах (системах); 3) якщо 

подібні всі однорідні фізичні величини, характеризуючі ці явища.  Пояснимо: 

однорідними величинами називають такі фізичні величини, які мають однаковий 

фізичний зміст (значення) та однакову розмірність. 

Для подібних фізичних явищ у схожих точках і у схожі моменти часу будь-яка 

фізична величина ϕϕϕϕ1 першого явища пропорціональна величині ϕϕϕϕ2  другого явища, 

тобто 

ϕϕϕϕ1  = сϕϕϕϕ⋅⋅⋅⋅ϕϕϕϕ2.   При цьому кожна фізична величина ϕϕϕϕ  має свій множник перетворення сϕϕϕϕ , 

який чисельно відрізняється від інших множників. 

Рівняння подібності (аналогічно до геометричної подібності), які описують 

подібні фізичні явища, після приведення їх до безрозмірного виду стають тотожно 

однакови-ми. При цьому у схожих точках всі однойменні безрозмірні величини (і 

безрозмірні параметри) є рівними (однаковими). 

Для прикладу приведемо до безрозмірного виду диференціальне рівняння 

тепловіддачі (6.2). Якщо записати вираз для надлишкової температури ϑϑϑϑ  у вигляді:  

ϑϑϑϑ = tстінки – tрідини , то рівняння (6.2) можливо отримати у наступній формі: 

 

                                               dFtdQ ⋅∆⋅= α ;   ( ) dFntdQ C∂∂⋅−= λ .                                         (6.31)              
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Як масштаб візьмемо характерний геометричний розмір l0  та надлишкову 

температуру поверхні (стінки)  ϑϑϑϑ = tстінки – tрідини.  Позначимо безрозмірні величини: Y 

= y / l0; 

ΘΘΘΘ =  ϑϑϑϑ /ϑϑϑϑ0. Тоді:  y = l0⋅⋅⋅⋅Y,  ϑϑϑϑ  = ϑϑϑϑ0⋅⋅⋅⋅ΘΘΘΘ.  Підставимо вирази, отримані для y і ϑϑϑϑ  в рівняння 

(6.31). Отримаємо наступне рівняння: 

                                                             
0=










∂
∂

∆
−=

у
у

t

t

λα .                                                      (6.32) 

Останнє рівняння можливо записати у безрозмірному виді: 

                                                    )(0

Υ∂
∂−=⋅ θ

λ
α l .                                                           (6.33) 

Крім безрозмірної температури ΘΘΘΘ  і координати Y  у рівнянні (6.33) присутній 

безрозмірний комплекс (αααα⋅⋅⋅⋅l0 /λλλλ ).  Комплекс містить неоднорідні фізичні величини, які 

характеризують явище тепловіддачі. Відповідно до задекларованих вище постулатів 

даний комплекс повинен мати однакові для всіх подібних систем значення. Такі 

безрозмірні комплекси мають назву чисел подібності. 

Останній отриманий нами комплекс має назву „число Нуссельта” (на честь 

відомого фізика Нуссельта).  Він є важливим для рішення багатьох задач 

конвективного те-плообміну. Для ряду конкретних інженерних задач визначальні 

розміри системи (довжина l0  або діаметр d ) та теплопровідність рідини (газу) є 

(протягом часу процесу) ма-йже незмінними параметрами. Змінюються, в основному, 

лише коефіцієнти тепловіддачі αααα . Інколи, з цієї причини, число Нуссельта в деяких 

джерелах називають „безрозмірним коефіцієнтом тепловіддачі” (що, взагалі, є 

спірним).    

Числа подібності використовують у різних розділах фізики (механіці, 

гідродинаміці, теплофізиці, газодинаміці, тощо). Їх поділяють на визначальні (відомі 

або задані у конкретній задачі; вони відіграють роль „функції”) та такі, що мають бути 

визначеними (невідомі; вони відіграють роль „аргумента”). Визначальні числа 
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подібності, які складаються лише з відомих (заданих у задачі) параметрів, інколи 

називають критеріями подібності (краще все ж використовувати термін „числа 

подібності”). Кожне число подібності має фізичну інтерпретацію. Існує відносно 

багато чисел подібності, про-те для рішення задач конвективного теплообміну 

застосовують лише наступні числа: 

1) Nu = 
рідини

l

λ
α 0⋅  − число Нуссельта (є основним шуканим числом у ряді задач 

конвективного теплообміну; проблемним моментом при застосуванні цього числа 

часто є складність встановлення визначального розміру фізичного тіла l0, характерного 

для процесу теплообміну). Число Нуссельта характеризує інтенсивність конвективного 

теплообміну на межі (границі) «тверде тіло − рідина (або газ)». Також число Нуссельта 

визначають як міру відношення конвективного переносу теплоти у місці „рідина − 

поверхня твер-дого тіла” до переносу тепла теплопровідністю через приграничний шар 

рідини; 

2) Bi = 
тілатв

l

.

0

λ
α ⋅  − число Біо (часто є основним шуканим числом у ряді задач 

теплопровідності). Це число (за його компонентами) нагадує число Нуссельта; проте: 

1) його застосовують лише у задачах теплопровідності, а не конвекції; 2) у 

знаменнику знаходиться коефіцієнт теплопровідності λλλλ не рідини (газу), а твердого 

фізичного тіла; 3) коефіцієнт тепловіддачі αααα у числі Ві (на відміну від числа Nu) є 

величиною заданою, а не шуканою; 

3) St =  
pCW ⋅⋅ρ

α  − число Стентона (Стантона). Головною особливістю цього числа є 

відсутність у ньому визначального розміру твердого фізичного тіла (що, на думку ряду 

відомих теплофізиків, визначає перевагу цього числа над числом Нуссельта). Число 

Стентона характеризує міру відношення інтенсивності тепловіддачі до інтенсивності 

конвективного переносу теплоти у рідині; 
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4) Gr = t
lg ∆⋅⋅⋅ β

ν 2

3

 − число Грасгофа. Характеризує відношення піднімальної сили, що 

виникає внаслідок різниці густин рідини (по її об’єму) до сил в’язкісного тертя. Це 

число використовують для рішення задач конвективного теплообміну, типових для 

вільної конвекції повітря (газів); 

5) Re = 
рідини

dW

ν
⋅  − число Рейнольдса. Характеризує міру відношення динамічного тиску 

(пропорційного добутку ρ⋅W2) до тиску сили в’язкісного тертя (пропорційного дробу 

d

W µ⋅  ). Також часто число Re визначають як міру відношення інерційної сили (W) до 

сили внутрішнього (в’язкісного) тертя (ν). Використовують число Рейнольдса для 

рішення задач у процесах вимушеної конвекції рідин (газів). Це надважливе число у 

гідродинаміці (гідравліці та аеродинаміці);   

6) Pr = 
а

ν число Прандтля. Визначає відношення гідродинамічних (в’язкості) та 

теплофізичних (температуропровідності) характеристик рідин і газів. Це число 

характеризує відношення між товщинами гідродинамічного та теплового 

приграничних шарів рідини (газу). При рішенні задач конвективного теплообміну 

число Прандтля визначає вклад у загальну тепловіддачу «гідродинаміки» потоку та 

його «теплофізики» (в  залежності від величини дробу 
а

ν  ). Число Pr є табличною 

характеристикою рідини (газу). 

У процесах гідромеханічної подібності застосовують також наступні числа:  

7) число Фруда (Fr = 
2W

lg ⋅ ). Це число називають також числом гравітаційної подібності; 

8) число Ейлера (Eu = 
2W

P

⋅ρ
). Це міра відношення сил тиску та сил інерції у потоці рі- 

    дини (газу); 

9) число гомохронності (Но = 
l

W τ⋅ ). Це – характеристика швидкості зміни полей сере-  
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     довища у часі. 

У процесах теплової подібності застосовують наступні числа:  

10) число Фур’є (Fo = 
2l

а τ⋅ ). Характеризує нестаціонарність теплових процесів, зокрема  

    – відповідність між темпом змін умов у оточуючому фізичне тіло середовищі та тем- 

      пом перебудови температурного поля всередині твердого фізичного тіла; 

11) число Пекле (Ре = 
a

lw⋅  = Re⋅Pr). Характеризує відношення густини теплового 

потоку, який переноситься рідиною, дo густини теплового потоку, який переноситься 

теплопровідністю; використовують у задачах для вимушеної конвекції рідин (газів). 

12) число Релея (Ra = 
a

tlg

⋅
∆⋅⋅⋅

ν
β3

= Gr⋅Pr). Використовують при рішенні задач у 

процесах вільної конвекції.   Інші числа подібності у теплопередачі використовують 

рідко. 

 

 

Подібність фізичних явищ – набагато складніша в порівнянні з геометричною 

подібністю. Класифікація фізичних явищ (зокрема – явищ конвективного теплообміну) 

представлена на рисунку 6.10. 

Явища поділяють на класи і роди. Приклад одного із класів – конвективний 

теплообмін при вимушеному русі нестисливої ньютонівської рідини, який можливо 

описати системою трьох вищезазначених дифереціальних рівнянь. 

Поняття «клас» є широким; у класі можна виділити ряд явищ одного виду (роду), 

які можуть бути подібними. Під поняттям «рід» розуміють сукупність явищ одного 

класу з якісно однаковими умовами однозначності. Конкретним прикладом роду може 

бути, наприклад, сукупність всіх різновидів процесу тепловіддачі при русі води 

всередині круглої труби.  

Теорія подібності є синтезом математичного та експериментального методів 

досліджень (зокрема – досліджень процесів конвективного теплообміну). Крім іншого, 
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вона встановлює умови, при яких ті чи інші явища є подібними та на які явища можуть 

поширюватись результати і висновки окремих експериментів. 

При практичному застосуванні теорії подібності в експериментальних 

дослідженнях виникають наступні питання: 1) які величини потрібно вимірювати в 

експериментах; 2) як обробляти отримані експериментальні дані ; 3) на які явища 

можна поширювати отримані експериментальні результати. 

 

 

 

                Рисунок 6.10 − Класифікація фізичних явищ конвективного теплообміну 
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Відповіді на зазначені питання дають три теореми теорії подібності (на яких, 

власне, ця теорія і базується): 

Перша теорема (Ньютона): для подібних явищ однойменні числа подібності – 

однакові (або: подібні між собою процеси мають однакові числа подібності). 

Друга теорема (Федермана-Букінгема): результати експериментів потрібно 

обробляти у виді чисел подібності, які розраховуються з використанням відомих 

рівнянь подібності. Залежність між змінними, що характеризують певний процес, 

можливо представляти у вигляді залежності одних чисел подібності від інших (тобто: 

К = f (К1,  К2, К3...).  Друге (більш складне) формулювання цієї теореми – наступне: числа 

подібності, отримані з диференціальних рівнянь, одночасно є числами подібності, 

отримуваними з рішень цих рівнянь (або: інтеграл диференціального рівняння може 

бути представлений як функція чисел подібності диференціального рівняння). 

Третя теорема (Кирпичова): необхідними (і достатніми) умовами подібності 

фізичних явищ є наступне: 1) умови однозначності (крайові умови) мають бути 

подібними; 2) фізичні явища подібні, якщо відповідні числа подібності для них – 

однакові.   

 

Рівняння подібності для розрахунків інтенсивності конвективного тепло- 

 обміну на плоских та циліндричних поверхнях 

Конкретні інженерні задачі конвективного теплообміну на практиці вирішують, як 

правило, у наступній послідовності: 

1. Визначають вид руху рідини (газу): вільна конвекція, вимушена чи змішана.  

Вид руху має бути заданим в умовах задачі (якщо він не заданий, то рішення щодо 

виду руху приймає інженер-розробник). 

2.  Для даного виду руху розраховують: а) число Грасгофа (для вільної конвекції) або  

     б) число Рейнольдса (для вимушеної конвекції). Ці розрахунки дають можливість  

     визначити режим руху рідини (газу): ламінарний, турбулентний, перехідний. 
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3.  З літератури, згідно з визначеним режимом руху рідини (газу), використовують 

     рівняння подібності („критеріальні рівняння”); вирішуючи ці рівняння, знаходять   

     числа Нуссельта (Стентона). „Розвертаючи” знайдені числа, знаходять значення ко- 

     ефіцієнтів тепловіддачі (або значення шуканих геометричних розмірів твердих тіл). 

  

Рівняння подібності для умов вільної конвекції рідин та газів 

 

Вертикальні пластини і труби: 

Ламінарний режим:       Nul = 0,75⋅(Gr⋅Pr)0,25⋅(Prрід/Prстінки)
0,25 (при (Gr⋅Pr) = 1⋅103-1⋅109). 

Турбулентний режим:   Nul = 0,15⋅(Gr⋅Pr)0,33⋅(Prрід/Prстінки)
0,25 (при (Gr⋅Pr) ≥ 6⋅1010). 

         Горизонтальні труби: 

Ламінарний режим:       Nud  = 0,50⋅(Gr⋅Pr)0,25⋅(Prрід/Prстінки)
0,25 (при (Gr⋅Pr) = 1⋅103-1⋅109). 

          

         Рівняння подібності для умов вимушеної конвекції рідин та газів 

          

         Розвинутий турбулентний рух (води) у звичайних трубах починається при числах 

Рейнольса, більших за 1⋅104 (Re > 104). Тепловіддачу в цьому випадку можна 

розрахувати, використовуючи наступне рівняння подібності: 

                                  Nud  = 0,021⋅Re0,8⋅Pr0,43⋅(Prрід/Prстінки)
0,25⋅εl

 .   

 Поправку εl  застосовують при різних значеннях відношення довжини труби (Lтр) 

до її діаметра (dтр). Так, для відносно довгих трубах (l/d ≥ 50) поправка εl = 1 (у 

діапазоні зміни чисел Рейнольдса Re ≥ 1⋅104 - 1⋅106. Для відносно коротких труб  (l/d = 

1-5) поправка змінюється від 1,65 (при Re = 1⋅104) до 1,08 (при Re = 1⋅106). 

 Для розрахунків тепловіддачі за ламінарного режиму руху рідин (10 < Re < 2300) 

у трубах застосовують наступне рівняння подібності: 

                                    Nud  = 1,4⋅(Re⋅d/l)0,4⋅Pr0,33⋅(Prрід/Prстінки)
0,25. 

 Для інших умов теплообміну застосовують аналогічні рівняння ( з довідників ). 
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Лекція 16.  Тема 7.  Основи теплообміну випромінюванням 

        Фізика теплообміну випромінюванням. Параметри фізичних тіл  

         щодо випромінювання. Основні закони випромінювання 

 

  Фізика теплообміну випромінюванням 

  В природі існують різні види випромінювання енергії. Теплове випромінювання 

є невід’ємною складовою частиною процесів теплообміну. Специфічні особливості 

полягають у тому, що, на відміну від поширення теплоти теплопровідністю і 

конвекцією, енергія при випромінюванні поширюється від «гарячого» фізичного тіла у 

навколишній простір електромагнітними хвилями.   

Не заглиблюючись у природу і фізику електромагнітних хвиль (що не є 

предметом даного курсу), зазначимо, що швидкість поширення їх у вакуумі становить 

С = 3⋅108 м/с. Згідно із сучасними фізичними уявленнями процеси теплового 

випромінювання мають двоїстий характер: це, одночасно, − безперервність хвильових 

явищ та дискретність явищ, властивих для корпускулярних частинок – фотонів. Власне 

енергію та імпульси переносять фотони, а ймовірність знаходження фотонів у тому чи 

іншому місці простору забезпечують хвильові процеси. Основні фізичні 

характеристики процесів випромінювання – це довжина хвилі (λλλλ) та частота коливань 

(νννν = с/λλλλ). 

 При поглинанні електромагнітних хвиль фізичними тілами останнім передається 

теплова енергія. Кількість сприйнятої тілами енергії залежить від різних чинників: 

фізичних властивостей тіл та  параметрів їх стану (в основному – від температури та  

поглинальної здатності).  

 Види електромагнітного випромінювання мають близьку природу; відрізняються 

вони довжинами хвиль. Класифікацію видів випромінювання (в залежності від 

довжини хвиль) наведено у таблиці 7.1. 
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   Таблиця 7.1 – Класифікація видів електромагнітного випромінювання  

 

Види випромінювання Довжина хвиль (діапазони) 

Космічне 

γγγγ- випромінювання (радіоактивне) 

Рентгенівське 

Ультрафіолетове 

Видиме (людиною) 

Теплове (інфрачервоне) 

Радіохвилі 

0,05⋅10-9 мм 

(0,05 − 0,10)⋅10-9 мм 

(1⋅10-9 − 20⋅10-6) мм 

(20⋅10-6 − 400⋅10-6) мм  

(400⋅10-6 − 800⋅10-6) мм 

(800⋅10-6 – 0,8) мм 

0,2 мм − Х км 

   

Квантові (корпускулярні) властивості випромінювання – суттєві для коротких 

хвиль. Радіохвилі відрізняються більшими власне хвильовими властивостями. Нижче 

розглядаються властивості тільки теплового випромінювання.  

 

 Більшість фізичних тіл мають суцільний спектр теплового випромінювання: во- 

ни випромінюють енергію від нульових довжин хвиль − до надвеликих довжин. Проте 

деякі тіла (в основному, гази та деякі тверді речовини: наприклад, кварц) мають не 

суцільний, а переривчастий (так званий селективний) спектр. Вони випромінюють (і 

поглинають, відповідно) енергію лише у певних діапазонах хвиль; природа цього 

явища – надзвичайно складна.  

 Процес випромінювання енергії фізичним тілом істотно залежить від темпера-

тури тіла. При відносно низьких температурах фізичного тіла переважають процеси 

переносу тепла теплопровідністю та конвекцією, при відносно високих температурах – 

процеси випромінювання. 
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Параметри фізичних тіл щодо випромінювання 

Всі фізичні тіла, які випромінюють та поглинають теплову енергію, отриману  від 

інших тіл, відрізняються різними здатностями щодо поглинання енергії, пропускання її 

(через себе) та відбивання (рис. 7.1). Зазначені здатності тіл кількісно 

характеризуються відповідними коефіцієнтами (А,D,R). Всі зазначені коефіцієнти 

змінюються у діапазонах від нуля до одиниці, а їх сума – дорівнює одиниці. 

                                

      Рисунок 7.1 – Схема проходження променистої енергії через фізичні тіла 

 

У фізиці випромінювання часто оперують з поняттями абсолютно чорного, 

білого та сірого фізичного тіла. Для абсолютно чорного тіла (рис. 7.2) коефіцієнт 

поглинання А падаючої на нього енергії випромінювання, незалежно від температури і 

довжини хвиль, дорівнює одиниці (А = 1, D = 0, R = 0); воно ідеально, таким чином, 

поглинає всю падаючу енергію. Абсолютно білі тіла ідеально відбивають енергію (А = 

0, D = 0, R = 1), абсолютно прозорі – ідеально її пропускають (А = 0, D = 1, R = 0). 

Існує також поняття абсолютно дзеркального тіла: на відміну від абсолютно білого тіла 

воно відбиває всі падаючі промені відповідно до кутів падіння (для дзеркального тіла 

кути ϕϕϕϕ відбивання променів  дорівнюють їх кутам падіння). 
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Рисунок 7.2 − Модель абсолютно чорного тіла (лабіринтний ящик, вкритий  

                         всередині чорним бархатом) 

 

 

 

У техніці практично не існує абсолютно чорних, білих та прозорих тіл; лише деякі 

спеціальні зразки наближаються до них за властивостями. 

Більшість фізичних тіл у техніці є сірими: для них коефіцієнт поглинання – мен-

ший одиниці (А < 1) і не залежить від довжини хвиль монохроматичного випроміню-

вання (для монохроматичного випромінювання частота коливань νννν = const; джерелами 

випромінювання, близького до монохроматичного, є квантові генератори). Особливість 

сірих тіл: вони випромінюють енергію у такому ж спектрі частот, як і абсолютно чорне 

тіло. Ступінь чорноти εεεε, який слугує для порівняння фізичних тіл з абсолютно чорним 

тілом, для сірих тіл – менший за одиницю (εεεε < 1). 

 Фізичні тіла випромінюють енергію або у вузькому діапазоні хвиль 

(квазімонохроматичне випромінювання), або по всім довжинам хвиль спектра. 
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Останній вид випромінювання називають інтегральним (або повним) тепловим 

потоком.  

Кожне фізичне тіло починає випромінювати теплову енергію, як тільки його тем-

пература стає більшою за абсолютний нуль (-273,150С). Одночасно воно отримує 

енергію за рахунок випромінювання від інших фізичних тіл. Результуюче 

випромінювання для конкретного фізичного тіла – це різниця між кількістю енергії 

його власного випромінювання та кількістю енергії, яке тіло поглинає, отримуючи її 

від інших тіл. Результуючий тепловий потік може бути додатнім, від’ємним або 

дорівнювати нулю. 

Енергію, яку випромінює поверхня фізичного тіла за одиницю часу по всім 

напрямкам напівпростору у досить вузькому діапазоні хвиль, називають потоком 

монохроматичного випромінювання Qλλλλ  (спектрального або однорідного). Сумарне 

випромінювання від поверхні фізичного тіла, яке здійснюється у всьому діапазоні 

хвиль, називають інтегральним (повним) потоком випромінювання Q . Поверхневу 

густину потоку інтегрального випромінювання Е знаходять за співвідношенням: 

                                               Е =  dQ / dF .                                                                  (7.1) 

Cпектральну густину потоку випромінювання визначають наступним чином: 

                                               Еλ =  dЕ / dλ .                                                                 (7.2) 

де Q – енергія випромінювання, [Дж]; λ −довжина хвилі, [м]. 

 

У фізиці процесів випромінювання розглядають як поверхневу густину 

променистої енергії Е  [Вт/м2], так і об’ємну густину. У першому випадку теплообмін 

розглядається в межах тілесного кута ΩΩΩΩ  (Ω = 2⋅π; рисунок 7.7). Тілесний кут 

утворюється з точки поверхні фізичного тіла, яке випромінює променисту енергію, та 

поверхні (площадки) другого фізичного тіла, яке сприймає цю елементарну енергію. 

Таке випромінюва-ння називається напівсферичним (або поверхневим). 

Густиною об’ємного випромінювання називають тепловий потік, який 

випромінюється одиницею об’єму середовища у межах тілесного кута Ω = 4⋅π. 
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                                         η = dQ / dV  [Вт/м3].                                                         (7.3) 

Важливим параметром випромінювання є його інтенсивність (або яскравість), яка 

залежить від координат точки випромінювання, напряму, довжини хвилі та часу. 

    Основні закони випромінювання 

           Теплообмін випромінюванням здійснюється за певними фізичними законами. Ці 

закони отримані для ідеальних фізичних тіл (якими, зокрема, є абсолютно чорні тіла). 

Проте вони успішно застосовуються і для рішення практичних інженерних задач (з 

певними умовами та обмеженнями). 

  Одним з важливих (основних) законів випромінювання є закон, відкритий 

фізиком-теоретиком Максом Планком (у 1900 р.) на основі теорії електромагнетизму і 

названий його ім’ям. Цей закон, який започаткував появу квантової теорії у сучасній 

фізиці, встановлює залежність інтенсивності випромінювання від температури тіл та 

довжини хвилі (що є однією з основних задач теорії випромінювання).  

   Більшість фізичних тіл  у природі випромінюють енергію у діапазоні довжин  

хвиль випромінювання від λ = 0 до λ = ∞ (м). Проте важливо знати закон розподілення 

енергії по зазначеним довжинам при різних температурах. Для абсолютно чорних тіл 

Планку вдалось теоретично встановити закон зміни спектральної густини потоку 

випромінювання від довжин хвиль та їх температури. Закон має наступний вигляд: 

 

                                              Е0λ = с1⋅λ /(ес2/λТ− 1).                                                            (7.4) 

 

        Тут с1 = 3,74⋅10-16, [Вт⋅м2]; с2 = 1,44⋅10-2, [м⋅К] − постійні (сталі) величини.  

 

 Графічна інтерпретація закону Планка представлена на рис. 7.3,7.4.  
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Рисунок 7.3 – Розподілення густини Е0,λλλλ  монохроматичного випромінювання чорного  

                        тіла в залежності від довжин хвиль λλλλ   

 

                

Рисунок 7.4 – Розподілення густини Е0,λλλλ  випромінювання чорного тіла в залежності від     

                         довжин хвиль λλλλ у різних температурних діпазонах: а – (3000-10000 К);  

                         б – (800-2000 К); в – (200-300 К)  
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Закон Планка має два граничних випадки (режими). Випадок перший: значення 

добутку параметрів випромінювання (λλλλ⋅⋅⋅⋅Т ) є набагато більшим у порівнянні зі 

значенням сталої с2 . Тоді формулу закону Планка можна записати у вигляді, який 

називають законом Релея-Джинса: 

                                                          Е0λ = с1⋅Т / с2⋅λ4 .                                                      (7.5)  

        Другий граничний випадок є типовим для відносно малого значення добутку (λλλλ⋅⋅⋅⋅Т ) 

у порівнянні зі сталою с2 . В результаті відповідної трансформації формули закону Пла-

нка остання набуває наступного вигляду: 

                                                  Е0λ = ( с1 /λ4)⋅e(-c2/λT) .                                                        (7.6) 

        Вираз (7.6) ілюструє так званий закон «зміщення» Віна. На рисунку 7.3 видно, що 

точки максимумів густини випромінюваної енергії зі зменшенням довжин хвиль λλλλ змі-  

щуються наліво, у напрямку до нульового значення λλλλ.  Інший запис цього закону:  

                                                   λmax⋅T = 2,8978⋅10-3,  [м⋅К].                                             (7.7) 

                   

        Закон Стефана-Больцмана  встановлює залежність густини випромінюваної 

фізичним тілом енергії від температури цього тіла. Закон відкритий фізиком Стефаном 

експериментальним шляхом (у 1879 р.) і теоретично обгрунтований видатним фізиком 

Больцманом (у 1891 р.). Закон широко застосовується при рішенні прикладних 

теплотехнічних задач, зокрема – при променистому теплообміні між двома фізичними 

тілами (наприклад, між суцільним фізичним тілом, що знаходиться у приміщенні, та 

повітрям у даному приміщенні).                                       

                                                     

 Якщо проінтегрувати рівняння (7.4) для умов абсолютно чорного тіла, то 

отримаємо вираз:                                          Е0 =σ0⋅Т 4  .                                                               

(7.8) 

 Коефіцієнт пропорційності  σ0  називають сталою Стефана-Больцмана; вона має 

розмірність і дорівнює 5,67⋅10-8 [Вт/(м2⋅К4)].  Рівняння (7.8) має назву „Закон Стефана-
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Больцмана” (для абсолютно чорних тіл). Важливим у рівнянні є величина ступеню (4) 

при температурі Т; вона свідчить про те, що кількість випромінюваного фізичним ті-

лом тепла різко зростає при збільшенні температури тіла. 

 У технічних розрахунках (для зручності їх виконання) рівняння (7.7) 

застосовують у трохи іншій формі: 

                                                      Е0 = с0⋅( Т/100)4  .                                                          (7.9) 

 Тут с0  − коефіцієнт випромінювання абсолютно чорного тіла, який дорівнює:  

                                                  с0 = 5,67  [Вт/(м2⋅К4)]. 

 Закон Стефана-Больцмана можна застосовувати і до сірих тіл (які поширені у 

техніці; практично всі технічні поверхні є „сірими”).  Власне випромінювання сірих тіл 

теж має безперервний спектр, але випромінюють вони, звичайно, меншу кількість 

енергії, у порівнянні з абсолютно чорним тілом (рис. 7.5).  

                                                       

                                           

         Рисунок 7.5 – Інтенсивність випромінювання (а) та поглинання (б) абсолютно  

                                  чорного тіла (1), сірого тіла (2) та тіл із селективною (3) здатністю 

                                  (щодо випромінювання), в залежності від довжини хвиль  
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 Закон Стефана-Больцмана для сірих тіл записується у наступному вигляді: 

                                     Е = ε⋅Е0 = ε⋅ с0⋅( Т/100 )4 = с⋅( Т/100 )4,                                       (7.10)      

  де коефіцієнт  εεεε = Е/Е0 = с/с0 < 1.  

         Цей коефіцієнт  εεεε  називають інтегральним або середнім ступенем чорноти сірого 

тіла, а  с – називається коефіцієнтом випромінювання. Фізична інтерпретація – 

наступна: ступінь чорноти сірого тіла – це відношення густини власного інтегрального 

випро-мінювання сірого фізичного тіла до густини випромінювання абсолютно 

чорного тіла. 

          Закон Кірхгофа 

          Важливим у техніці (особливо – у лазерній) є закон, який названо на честь відо-

мого фізика Кірхгофа. Цей закон встановлює безпосередній зв’язок між величинами 

енергії випромінювання та енергії поглинання як абсолютно чорних, так і сірих 

фізичних тіл.  Для розуміння фізичної сутності закону розглянемо тепловий баланс 

замкнутої системи (певного простору із теплоізольованими ззовні стінками; рис. 7.6), у 

якій всередині розміщено 2 фізичних (сірих) тіла, що мають різні ступені чорноти (εεεε1  ≠≠≠≠ 

εεεε2 ). 

                                 

 

        Рисунок 7.6 – Схема променистого теплообміну до пояснення закону Кірхгофа 
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Вважаємо (умовно), що теплообмін між цими тілами шляхом теплопровідності та 

конвекції – відсутній. Кожне з тіл випромінює променисту енергію, кількість якої 

дорівнює, відповідно: Е1⋅⋅⋅⋅F1  та Е2⋅⋅⋅⋅F2 . Приймемо як допущення, що коефіцієнти 

поглинання тіл дорівнюють, відповідно, А1 та А2 ;  густина випромінювання оточуючих 

тіла стінок дорівнює Ест . Тоді ці тіла отримують від стінок кількості енергії, 

відповідно: Е1⋅⋅⋅⋅F1 ⋅⋅⋅⋅Ест  та Е2⋅⋅⋅⋅F2 ⋅⋅⋅⋅Ест .  Рівняння теплового балансу має вид: 

     

    Е1 = F1 ⋅Ест ;  Е2 = F2 ⋅Ест . Відповідно: Е1 /А1 = Е2 /А2 = ... = Ест = Е0 = f ( Т ).        (7.11) 

 

Залежність (7.11) свідчить про наступне: при температурній рівновазі відношення 

енергії випромінювання фізичного тіла до енергії, яку воно поглинає, не залежить від 

природи тіла; воно дорівнює енергії випромінювання абсолютно чорного тіла  при тій 

же температурі Т.  Практичні висновки із закону Кірхгофа – наступні: 

1. Фізичні тіла, які добре поглинають енергію, добре її і випромінюють. 

2. Фізичні тіла, які слабко поглинають енергію, слабко її і випромінюють. 

3.  Найкраще поглинає і випромінює енергію абсолютно чорне тіло.  

 

Закон Ламберта 

На процеси теплообміну випромінюванням між фізичними тілами (певної 

геометричної форми) впливає взаємне розташування тіл у просторі. Розподілення 

енергії, що випромінюється фізичним тілом, − не однакове по різним напрямам. 

Кількість енергії, яка випромінюється фізичним тілом по окремих напрямах 

напівпростору, визначається згідно із законом Ламберта (встановленим у 1760 р.). 

Для розуміння сутності даного закону необхідно розглянути поняття тілесного 

кута. Тілесний кут dΩΩΩΩ  (рис. 7.7) – це кут, під яким із будь-якої точки елементарної 

площадки (dF1 ) першого фізичного тіла видно елементарну площадку (dF2 ) другого 

фізичного тіла.  Згідно з даним законом тепловий потік випромінювання абсолютно 

чорного тіла у деякому напрямку напівпростору – прямо пропорційний потоку 
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випромінюва- ння у напрямку, перпендикулярному до елементарної площадки тіла, та 

косинусу кута між перпендикуляром (рис. 7.8) та напрямом випромінювання (яке 

поширюється не перпендикулярно). 

         

   Рисунок 7.7 – Схема до пояснення сутності просторових тілесних кутів   

 

                                             

Рисунок 7.8 – Схема теплообміну випромінюванням між двома фізичними тілами,  

                         які довільно орієнтовані у напівпросторі   
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Математичний вираз закону Ламберта наступний: 

 

                                        dEϕ0 = ( E0 /π )⋅ dΩ⋅ cosϕ .                                                 (7.12)              

 

Тут Eϕϕϕϕ0 – густина потоку випромінювання, яке потрапляє на елементарну 

площадку фізичного тіла № 2 під кутом ϕϕϕϕ ;  dΩΩΩΩ  − елементарний тілесний кут (під яким 

із площадки № 1 видно площадку № 2);   ϕϕϕϕ  − кут між перпендикуляром до площадки 

№ 1 та напрямом випромінювання на площадку № 2. 
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Лекція 17.  Тема 7.  Методика рішення теплофізичних задач при теплообміні  

                                   випромінюванням  

Випромінювання між двома тілами. Теплові екрани. Складний теплообмін. Умовні 

випромінювальні коефіцієнти тепловіддачі. Випромінювання газів  

 

Випромінювання між двома тілами 

Задачі, у яких необхідно враховувати теплообмін випромінюванням між двома 

близько розташованими фізичними тілами, часто зустрічаються у техніці. Розглянемо  

задачу, умови якої наступні: 1) є два фізичних тіла, розташовані так, що тіло № 1 

знаходиться всередині тіла № 2 (рис. 7.9); 2) відстань між тілами –  відносно невелика, 

у порівнянні із розмірами тіл; 3) температура першого тіла – Т1 , ступінь чорноти εεεε1  , 

поглинальна здатність – А1 , площа поверхні – F1 ; відповідні параметри другого тіла 

позначені цифрою 2; 4) температури тіл – неоднакові:  Т1 > Т2 . Необхідно визначити 

результуючий тепловий потік.   

                                         

Рисунок 7.9 – Схема теплообміну випромінюванням між двома тілами 

 

 

Результуючий тепловий потік визначається як різниця між двома зустрічними 

потоками випромінювання: 

                                  Ерез = Е1 – Е2      або   Qеф1 =  Q1,2 −  ϕ2,1⋅Qеф2 ,                                        (7.13)    

де   ϕ2,1 – середній кутовий коефіцієнт випромінювання.                                                                        
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Останній коефіцієнт є кількісною характеристикою теплового потоку ефективного 

випромінювання, яке потрапляє з тіла № 2 на тіло № 1, по відношенню до повного 

потоку, випромінюваного тілом № 2. Стосовно аналогічного коефіцієнта ϕ1,2 , то цілком 

ясно, що ϕ1,2 = 1, тому що, за умовами задачі, все тепло із тіла № 2 випромінюється і 

потрапляє на тіло № 1. Доцільно зауважити, що ϕ2,2 = 1 − ϕ2,1 ; ϕ2,2  ≠ 0.  

Ефективний результуючий потік визначають за рівнянням: 

                    Ееф = qрез⋅(1− 1/А )+ Е/А   або  Ееф = Е/А – (R/А)⋅qрез ,                        (7.14) 

де А,R – коефіцієнти поглинання та відбивання променистої енергії. 

У відповідності з виразом (7.14) можна записати наступні рівняння: 

                                      Qеф1 = Q1,2⋅(1 – 1/А1)+Q1 /A1 ;                                             (7.15)  

                                      Qеф2 = Q2,1⋅(1 – 1/А2)+Q2 /A2 .          

Після підстановки рівнянь (7.15) у вираз (7.13) отримуємо: 

                                           Q,1,2 = 
1,2
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1
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 .                                                  (7.16)       

Необхідно враховувати, що: 

                               Q1 = c0⋅ε1⋅F1⋅(
100

1Т )4;    Q2 = c0⋅ε2⋅F2⋅(
100

2Т )4.                             (7.17) 

Після ряду перетворень і спрощень [2] отримуємо вираз:  

                               Q1,2 = c0⋅A1,2⋅F1⋅[( T1 /100)4− ( T2 /100)4].                                 (7.18)   

Тут A1,2 – наведена поглинальна здатність системи з двох тіл, що обчислюється як: 

                                           A1,2 = 

2

1

11

)1
1

(
1

1

F

F
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⋅−+

.                                                     (7.19) 

Наведений (умовно – середній) коефіцієнт випромінювання системи з двох тіл: 

                             с1,2 = 

2

1

021

)
11

(
1

1

F

F

ссс
⋅−+

 =  c0⋅A1 ;   ε = с/с0 .                                   (7.20) 

Формула (7.18) для визначення Q1,2 ,відповідно, спрощується.  
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Теплові екрани 

Інколи у техніці, промисловості та побуті необхідно зменшити вплив 

випромінювання енергії від одного з фізичних тіл (із системи з декількох нагрітих тіл). 

Часто це роблять для зменшення тепловтрат (за рахунок випромінювання), наприклад, 

при ізоляції гарячих трубопроводів. З цією метою застосовують так звані «екрани», які 

часто є тонкими металевими листами (або плівками); поверхня останніх повинна добре 

відбивати променистий потік і мати, відповідно, низькі показники ступеня чорноти εεεε  і 

високі показники коефіцієнта відбивання променистої енергії R.  

Розглянемо, для прикладу, дві плоскопаралельні поверхні (умовно безкінечні), що 

мають значення температури поверхні Т1 і Т2, відповідно. Розташуємо паралельно між 

цими поверхнями безкінечний екран – лист, термічний опір якого – безкінечно малий. 

                                             Т1 

                                

 

       Рисунок 7.10 – Система плоскопаралельних тіл з встановленим посередині екраном 

 

В умовах стаціонарного теплового режиму температура екрана є постійною і має 

значення Те. При цьому поверхнева густина теплового потоку, яка передається від пер-

шої поверхні до екрана, визначається за виразом: 

                                    

                                         q1e = C1е⋅[(Т1 / 100)4 − (Те / 100)4].                                            (7.21) 

                                       (Те / 100)4 = 0,5⋅[(Т1 / 100)4 − (Т2 / 100)4]; 

                              q′= q1е = q2е = 0,5⋅С′⋅[(Т1 / 100)4 − (Т2 / 100)4].                           (7.24) 
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У випадку відсутності екрана поверхнева густина променистого потоку дорівнює: 

 

                                   q = Cпр⋅[(Т1 / 100)4 − (Т2 / 100)4];                                           (7.25) 

 

тут Cпр = 1 / ( 1/С1 + 1/С2 + 1/С0 ). 

 

При порівнянні виразів (7.24) та (7.25) стає ясним, що q′ = 0,5⋅С′ / Спр. 

Висновок з наведеного можливо зробити наступний: у загальних умовах ( якщо  

С1 = С2  ≠ Се ) поверхнева густина результуючого променистого потоку q′ залежить не 

тільки від кількості екранів, а й від відношення між коефіцієнтами випромінюючих 

поверхонь та екрана.   У тому випадку, коли С1 = С2  = Се , маємо: С
′
 = Спр. Тоді q′= 

0,5⋅q. 

Аналіз наведених виразів і відношень дозволяє визначити роль екрана у розглянутих 

умовах теплообміну, а саме: наявність одного екрана ( при С1 = С2  = Се ) зменшує 

результуючий променистий потік в два рази. В результаті захист від впливу 

випромінювання істотно покращується. 

        Для більшої кількості екранів (наприклад, N), встановлених паралельно, легко 

отримати  наступну залежність: 

                                                   q′ = q / (n + 1).                                                          (7.26)       

Висновок до підрозділу – наступний: наявність захисних екранів з малим 

ступенем чорноти істотно зменшує втрати теплоти від нагрітих об’єктів за рахунок 

випромінювання. Такі втрати – обернено пропорційні кількості захисних екранів 

(шарів) . 
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Складний теплообмін  

Попередньо розглянуті способи передачі теплоти майже ніколи не здійснюються  

в реальних технічних умовах окремо один від іншого. Теплообмін у фізичних тілах і 

середовищах відбувається, як правило, при одночасній дії декількох різних його видів 

(наприклад – конвекції та випромінювання; див. «Вступ»). При цьому у реальних 

задачах розрізняють (як правило) 3 типових випадки: 1) вклад конвекції у загальний 

теплообмін є значно (істотно) більшим у порівнянні з вкладом випромінювання; 2) 

вклад ко-нвекції у загальний теплообмін є приблизно однаковим у порівнянні із 

вкладом випромінювання; 3) вклад конвекції у загальний теплообмін є значно меншим 

у порівнянні із вкладом випромінювання. Тоді у першому та третьому типових 

випадках вкладом меншої складової частини загального теплообміну часто нехтують 

(якщо цей вклад не пе-ревищує декількох процентів). У другому випадку необхідно 

враховувати обидва вклади конвективної та випромінювальної частин загального 

теплообміну (інакше похибка результатів відповідних інженерних розрахунків може 

стати значною). Останній випадок називають складним теплообміном. Для 

коректності теплофізичних розрахунків застосовують поняття «випромінювального» 

коефіцієнта тепловіддачі ααααпром (який взагалі не має фізичного підгрунтя і є умовним 

коефіцієнтом тепловіддачі).  Методика розрахунку величини останнього коефіцієнта є 

наступною: 1) визначають кількість тепла Qпром, яке віддає (передає) фізичне тіло 

шляхом випромінювання; 2) визначають (або вимірюють) різницю температур 

(температурний напір ∆∆∆∆Т) між поверхнею фізичного тіла та фізичним середовищем 

(рідким чи газоподібним); 3) значення «променистого» коефіцієнта тепловіддачі ααααпром 

отримують у виді дробу, де чисельником є кількість променистого тепла Qпром,,  а 

знаменником − температурний напір ∆∆∆∆Т.   

 Математичні вирази для процесу складного теплообміну – наступні: 

 

                                          q = qконв + qпром .                                                               (7.27) 
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Згідно із законом Ньютона-Ріхмана густину теплового потоку при конвективному 

теплообміні визначають з виразу: 

                                             qконв = αконв⋅( t – tст )    (при умові, що t > tст ),            (7.28)  
 

а густину теплового потоку, що випромінюється фізичним тілом: 

 

                                             qпром = ε⋅С0⋅[(Т/100)4 − (Тст /100)4] .                             (7.29) 

 

Тут α − коефіцієнт передачі тепла за рахунок конвекції (повітря чи газу); t,T – 

температура повітря (або газу); Тст – температура стінки (твердої поверхні фізичного 

тіла); ε − наведений (інтегральний) коефіцієнт чорноти (системи з двох тіл, які 

обмінюю- 

ться променистою енергією); С0 – коефіцієнт випромінювання абсолютно чорного тіла. 

         Враховуючи, що за абсолютною величиною різниця температур (t – tст) = (Т − Тст), 

отримуємо наступний вираз: 

                                  q = {αконв + ε⋅С0⋅ [ ]
ст

ст

ТТ

ТТ

−
− 44 )100/()100/( } ⋅(t – tст).                                       (7.30) 

 Якщо зазначити, що αпром = ε⋅С0⋅[ ]
ст

ст

ТТ

ТТ

−
− 44 )100/()100/( , то отримаємо:  

                                 q = (αконв + αпром )⋅( t – tст ) = αΣ⋅( t – tст ).                                 (7.31)   

 

Тут  αпром  − коефіцієнт тепловіддачі (умовний) за рахунок випромінювання 

теплової енергії;  αΣ − сумарний коефіцієнт тепловіддачі (при складному теплообміні). 

Вважається, що в умовах омивання стінки крапельною рідиною αпром  = 0. У цьому 

випадку справедливий вираз (αΣ = αконв).  

         Висновок до підрозділу – наступний: при конвективному теплообміні, в умовах 

омивання твердих стінок повітрям чи газами, необхідно враховувати кількість тепла, 

що передається (сприймається) за рахунок випромінювання (інаше – великі похибки в 

розрахунках і отримуваних результатах).  
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         Випромінювання газів  

Фізика випромінювання газів і пари рідин – надзвичайно складна. На відміну від 

процесів випромінювання чорних і сірих фізичних тіл, які випромінюють теплову 

енергію неперервно, у всьому спектрі довжин λλλλ електромагнітних хвиль, гази і пари 

мають певні особливості. Останні відрізняються від особливостей чорних і сірих тіл, у 

першу чергу, тим, що випромінювання і поглинання енергії газами і парами 

відбувається дискретно, тобто у певних (дискретних) діапазонах довжин хвиль (а не 

монотонно). 

Як відомо з молекулярної фізики, гази є одноатомними, двоатомними (кисень, 

водень, азот, гелій, інші гази) та триатомними і багатоатомними. Одно- і двоатомні 

гази є практично „прозорими” (діатермічними) для теплового випромінювання. 

Триатомні гази (до яких, зокрема, відносяться поширені у техніці і промисловості 

водяна пара Н2О, вуглекислий газ СО2 , сірчаний газ SO2 , інші) мають кращі 

випромінювальні та поглинальні здатності ( у порівнянні з одно- та двоатомними 

газами). 

У процесі випромінювання газів беруть участь мікрочастинки (газу), які знаходя-

ться у певному (нагрітому) об’ємі. Поглинальна здатність газу, таким чином, залежить 

від густини і товщини газового шару. Чим більшою є густина і товщина газового шару, 

тим більшою, відповідно, є його поглинальна здатність.        

        Випромінювання газів, таким чином, має вибірковий (так званий − селективний) 

характер. Вони здатні випромінювати і поглинати енергію тільки у певних (досить 

вузьких) інтервалах (діапазонах) довжин електромагнітних хвиль. У більшій частині 

спектру можливих довжин хвиль гази є „прозорими” для теплового випромінювання. 

Досить поширеними для практичних інженерних задач є димові гази, у складі 

яких основними випромінювальними складовими є водяна пара Н2О та вуглекислий газ 

СО2. Смуги поглинання для цих газів показані на рисунку 7.11. Помітно, що 

спектральні смуги поглинання вуглекислого газу СО2 частково співпадають зі смугами 

поглинання водяної пари  Н2О. Також є очевидним, що смуги поглинання водяної пари 
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– ширші за аналогічні смуги вуглекислого газу. Тому ступінь чорноти водяної пари і 

коефіцієнт поглинання – істотно вищі, у порівнянні з вуглекислим газом.   

 

                       а 

 

 

            б 

   

 

             Рисунок 7.11 – Смуги селективного поглинання теплового випромінювання 

                                       водяною парою (а) та вуглекислим газом (б)  
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                             Рисунок 7.12 – Зміна ступіню чорноти водяної пари (Н2О)  

                                                        в залежності від температури пари  
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                          Рисунок 7.13 – Зміна ступіню чорноти вуглекислого газу (СО2)  

                                                    в залежності від його температури 
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Ширина окремих смуг випромінювання і поглинання залежить від температури. Зі 

збільшенням температури ширина смуг – збільшується; коефіцієнт поглинання − відпо-

відно, зменшується (тому, що зменшується густина газу).  Для димових газів 

характерними є наступні особливості: парціальний тиск водяної пари більше впливає 

на її випромінювання, ніж аналогічний тиск впливає на випромінювання вуглекислого 

газу. Тому при відносно невеликих товщинах димового газу переважає вплив 

випромінювання СО2, при відносно великих товщинах – переважає вплив Н2О. 

        Потрібно зауважити, що процеси випромінювання газів істотно відрізняються від 

процесів випромінювання, типових для чорних і сірих фізичних тіл. Також зазначимо, 

що ці процеси не відповідають закону Стефана-Больцмана (показнику 4го ступеню при 

температурі Т).   

Процеси переносу енергії у поглинальному середовищі 

При проходженні променів (які несуть теплову енергію) через поглинальне газове 

середовище промениста енергія переходить у тепло і випромінюється цим газовим 

середовищем. В результаті відбувається процес поглинання і перевипромінювання 

енергії в поглинальному середовищі. Схематично такий процес представлено на рис. 

7.14. 

 

                                       

         Рисунок 7.14 – Схема процесу поглинання енергії в газовому середовищі 

 

У фізиці випромінювання приймають (наближено), що послаблення інтенсивності 

випромінювання по окремим довжинам хвиль (при проходженні енергії через шар 

поглинального газу) зменшується (пропорційно інтенсивності). Математичний вираз 

даного процесу можно записати у наступному вигляді: 
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                                             − dJl  = χλ⋅dl .                                                                (7.32) 

Тут Jl − промениста енергія, l – довжина шляху променя, χχχχλλλλ  − коефіцієнт 

послаблення енергії променя (безрозмірний). 

Вираз (7.32) є основним законом переносу променистої енергії (випромінювання) 

у поглинальному середовищі. Останній вираз може бути записаний і в наступному 

вигляді:                                       − dJl / Jl  = χλ⋅dl .                                                                

(7.33) 

При умові, що шлях променю дорівнює нулю ( l = 0 ), променисту енергію можна 

записати як:                                  Jl  = Jl=0 .   

Тоді, інтегруючи рівняння (7.33), отримаємо: 

                                        Jl  = Jl=0⋅е - ∫ ⋅
l

dl
0

λχ .                                                                  (7.34) 

Інтенсивність випромінювання  Jl=0  можна знайти, використовуючи закон Планка. 

Коефіцієнт поглинання можна знайти з відношення променистої енергії, поглинутої у 

шарі газу з товщиною l, до енергії випромінювання Jl=0 , що потрапляє на цей шар: 

                                 А = (Jl=0 − Jl ) / Jl=0   = 1 − е - ∫ ⋅
l

dl
0

λχ .                                        (7.35) 

 Якщо застосувати так звану оптичну довжину променя L = χλ⋅l, то при 

постійному значенні коефіцієнта послаблення променю оптична довжина 

визначатиметься як:  

                                                L = χλ⋅l .                                                                   (7.36) 

Тут l є повною товщиною газового шару.  

Якщо спектральний коефіцієнт поглинання є постійним по довжині променю, то 

вираз (7.34), який демонструє послаблення інтенсивності випромінювання у 

поглинаючому середовищі, набуває вигляду:  

                                              Jl  = Jl=0⋅е -Lλ
 .                                                          (7.37)                                          

Останнє рівняння називають законом Бера. Воно важливе для лазерних процесів.                  
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             РЕКОМЕНДАЦІЇ ЩОДО САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ СТУДЕНТІВ  

                                        ЗГІДНО З ТЕМАТИКОЮ ЛЕКЦІЙ 

                                                             Тематика курсу 

Вступ.    Предмет дисципліни “Теоретичні основи теплопровідності”. Теплові 
процеси в технологіях металообробки і машинобудування   
Література [1-10] 
Тема 1.  Теплопровідність матеріалів 
Температурні поля. Градієнт температур. Теплові потоки. Закон Фур’є. Коефіцієнти 
теплопровідності металів, сплавів, рідин, газів 
Література [1-10] 
Тема 2.  Фізичні процеси і рівняння теплопровідності 
Диференціальне рівняння теплопровідності  Фур’є. Інтерпретація рівняння Фур’є. 
Коефіцієнти температуропровідності. 
 Література [1-10] 
Крайові умови (умови однозначності). Схематизація крайових умов для типових 
технічних задач. Аналітичні та чисельні методи рішень диференціальних рівнянь   
Література [1-10] 
Тема 3.  Теплопровідність фізичних тіл в стаціонарних тепло- 
               вих режимах 
Теплопровідність плоских стінок. Термічний опір. Багатошарові плоскі стінки. 
Коефіцієнти теплопередачі. Теплоізоляція 
Література [1-10] 
Теплопровідність циліндричних стінок. Багатошарові циліндричні стінки. Критичний 
діаметр циліндричної стінки і теплоізоляції 
Теплопровідність фізичних тіл з внутрішніми джерелами тепла. 
 Література [1-10] 
Способи інтенсифікації теплопередачі. Теплопровідність у стрижнях і ребрах. 
Параметр і ефективність ребра. Фізичні основи оребрення. Форма ребер та її вплив на 
процеси теплопровідності 
Тема 4.  Теплопровідність фізичних тіл в нестаціонарних тепло-  
               вих режимах    
Особливості нестаціонарних теплових режимів. Методи вирішення задач, типових для 
нестаціонарних режимів. Чисельні методи рішень 
Література [1-10]     
Числа подібності Біо і Фур’є. Безрозмірні координати фізичних тіл і безрозмірна 
температура. Номограми Θ = f (Fo) для рішення прикладних задач (пластина, циліндр, 
куля) 
Література [1-10] 
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Тема 5. Теплофізичні процеси при лазерній обробці матеріалів 
Література [1-10] 
 
Тема 6.  Основи конвективного теплообміну 
Закон Ньютона-Ріхмана. Коефіцієнти тепловіддачі. Вільна і вимушена конвекція. 
Ламінарний і турбулентний режими руху газів і рідин. Диференціальні рівняння 
конвективного теплообміну   
Література [1-10] 
Основи теорії подібності. Рівняння подібності для розрахунків інтенсивності 
конвективного теплообміну на плоских та циліндричних поверхнях. Теплообмін при 
фазових перетвореннях 
Література [1-10] 
 
Тема 7.  Основи теплообміну випромінюванням 
Фізика теплообміну випромінюванням. Параметри фізичних тіл щодо 
випромінювання. Основні закони випромінювання. 
Література [1-10] 
Методика рішення теплофізичних задач при теплообміні випромінюванням. Теплові 
екрани. Складний теплообмін. Умовні випромінювальні коефіцієнти тепловіддачі. 
Випромінювання газів 
Література [1-10]  
 

                                            2  ПРАКТИЧНІ ЗАНЯТТЯ 

Теми 1,2. Практ. заняття 1 

   Роль теплових процесів в системах машинобудування  і металообробки. 

Теплопровідність.Задачі стаціонарної теплопровідності Умови однозначності.  Література [1

   Теми 3,4. Практ. заняття 2 

Теплопровідність плоских стінок. Багатошарові плоскі стінки. Теплопровідність 

циліндричних стінок. Багатошарові циліндричні стінки.  Література [1-4,10-13].  

Теми 5,6. Практ. заняття 3 

Теплопровідність у стрижнях і ребрах. Способи інтенсифікації теплопередачі. Оре-

брення поверхонь. Задачі нестаціонарної теплопровідності. Методи вирішення 

крайових задач.  Література [1-5, 10-14].  
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Теми 7,8. Практ. заняття 4 

Чисельні методи вирішення задач стаціонарної та нестаціонарної теплопровідності. 

Метод джерел для вирішення задач теплопровідності. Застосування методу джерел для 

вирішення задач теплопровідності при постійних температурах і теплових потоках.  

Література [1-5,10-20].  

Тема 9. Практ. заняття 5 

Теплові процеси в матеріалах при лазерному нагріванні. Задачі теплопровідності в 

твердих тілах при лазерній обробці 4. Література [3,6-10]. 

Теми 10,11. Практ. заняття 6  

Основи конвективного теплообміну. Теорія подібності та її застосування для 

вирішення теплофізичних задач.  Література [1-5,10-20].  

Тема 12. Практ. заняття 7  

Основи теплообміну випромінюванням. Основні фізичні закони теплообміну при 

випромінюванні енергії. Вирішення інженерних задач складного теплообміну, з 

врахуванням  конвекції та випромінювання.  Література [1-5,10-20].  

Практ. заняття 8.  

Проведення лабораторних робіт по курсу. Література [1-5,10-20]. 

Практ. заняття 9. Контрольна модульна робота.  

 

                                              3  ЛАБОРАТОРНІ РОБОТИ 

ЛР 1  Дослідження процесів теплопровідності в циліндричних трубах. 

ЛР 2  Дослідження процесів конвективного теплообміну при вільній конвекції  

          повітря.  

    ЛР 3 Дослідження процесів теплообміну випромінюванням між фізичними  

             тілами. 
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    4 ІНДИВІДУАЛЬНІ ЗАВДАННЯ ТА САМОСТІЙНА РОБОТА СТУДЕНТІВ  

         

        4.1  Індивідуальні завдання 

Індивідуальна самостійна робота (ІР) є обов’язковою складовою частиною роботи 

студента при вивченні курсу. Виконання ІР дозволяє здобути навички та вміння 

виконання інженерних робіт при розробці та конструюванні нового обладнання. 

В процесі виконання роботи студент повинен самостійно, використовуючи 

літературні джерела, довідкову літературу, нормативні джерела технічної 

документації, тощо, виконати визначений учбовим технічним завданням об’єм робіт, 

необхідний для застосування в інженерній практиці теоретичних відомостей, 

засвоєних з курсу «Теоретичні основи теплотехніки». 

 

4.2 Тематика, що пропонується для виконання індивідуальної роботи 

1. Теплообмін при лазерній обробці деталей в граничних умовах I роду. 

2. Теплообмін при лазерній обробці деталей в граничних умовах II роду.  

За погодженням з викладачем студент має право самостійного вибору теми 

індивідуальної роботи. 

 

4.3 Основні напрямки індивідуальної роботи студентів над курсом 

1  Використання ЕОМ при виконанні розрахунків 

2  Використання машинної графіки при оформленні індивідуальної роботи. 

 

4.4 Самостійна робота студентів  

В процесі навчання та засвоєння курсу студенти повинні опрацювати необхідний об’єм 

основної та додаткової навчальної літератури. Перелік рекомендованих літературних 

джерел наведено нижче. 
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                 5  НАВЧАЛЬНО-МЕТОДИЧНІ МАТЕРІАЛИ І ЛІТЕРАТУРА 

 

5.1 Навчально-методичні матеріали  

1. Михеев М.А., Михеева И.М. Основы теплопередачи. – М.: Энергия, 1973.  

2. Исаченко В.П., Осипова В.А., Сукомел А.С. Теплопередача. − М.: Энергоиздат, 

1981. – 416 с.  

3. Лыков А.В.  Теория теплопроводности.  – М.: Высшая школа, 1967. – 600 с. 

4. Краснощёков Е.А.,  Сукомел А.С. Задачник по теплопередаче. 

           − М.: Энергия, 1980. – 288 с. 

5. Карслоу Г., Егер Д. Теплопроводность твердых тел. Под ред. А.Померанцева.  

           − М.: Наука, 1964. – 487 с. 

6. Дьюли У. Лазерная технология и анализ материалов. − М.: Мир, 1986. – 504 с. 

7. Белостоцкий Б.Р. и др. Основы лазерной техники. − М.: Советское радио, 1972.  

8. Григорьянц А.Г. Основы лазерной обработки материалов.  
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